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hiện. Kết quả theo lý thuyết sử dụng NS-FEM rất phù hợp với thí nghiệm của

Wu và Lee với sai số <10%.

 Bài toán phân tích giới hạn sử dụng NS-FEM phù hợp với kết quả thí

nghiệm ly tâm ổn định 1 hầm tròn trong đất cát do Gregor Idinger thực hiện, sai

số lớn nhất giữa lời giải lý thuyết và thí nghiệm ly tâm 18.5%

2. Kiến nghị

1. Phân tích trạng thái giới hạn của hầm ngầm theo định lý cận trên sử dụng

NS-FEM chỉ xét đến cơ cấu trượt của đất nền trong giai đoạn thi công hầm đào.

Do đó, hướng nghiên cứu tiếp theo là mô phỏng phần tử tiếp xúc giữa kết cấu và

đất nền nhằm phân tích cơ cấu trượt có xét đến sự làm việc của vỏ hầm.

2. Phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM có hạn chế là

chưa xét ảnh hưởng của mực nước ngầm trong các bài toán địa kỹ thuật. Hướng

nghiên cứu tiếp theo là xét ảnh hưởng của mực nước ngầm trong bài toán phân

tích giới hạn, khảo sát bài toán sức chịu tải của nền nhiều lớp đất, ổn định hầm

ngầm khi xét đến ảnh hưởng của tải trọng động đất.

3. Luận án thực hiện phân tích sức chịu tải giới hạn của một số bài toán

biến dạng phẳng 2D khi đất nền thỏa mãn tiêu chuẩn chảy dẻo Mohr-Coulomb

và Tresca. Hướng nghiên cứu tiếp theo là sử dụng thuật toán tối ưu hóa SDP

(semi-definite programming) để phân tích giới hạn cho bài toán không gian 3D

theo tiêu chuẩn Tresca hoặc Mohr-Coulomb. Từ đó, có thể phân tích bài toán sức

chịu tải móng vuông, móng chữ nhật nhằm xét ảnh hưởng của hình dạng móng.

1

MỞ ĐẦU

1   Tính cấp thiết của đề tài nghiên cứu

Căn cứ tiêu chuẩn chảy dẻo Mohr-Coulomb, phương pháp phần tử hữu hạn trơn
trên nút (NS-FEM) được đề nghị sử dụng để phân tích đánh giá trạng thái giới
hạn. Kết quả phân tích trong nghiên cứu này cho phép xác định giá trị hệ số sức
chịu tải Nc, Nq, N của nền đất dưới móng băng và trạng thái giới hạn của hầm
tròn, hầm vuông trong nền đất sét. Hệ số sức chịu tải Nc, Nq, N xác định từ NS-

FEM được so sánh với lời giải của Prandtl, Meyerhof, Vesic, Hansen, … được
sử dụng rộng rãi trong thiết kế nền móng. Đối với bài toán phân tích ổn định của
hầm ngầm trong nền đất sét, cơ cấu phá hoại được khảo sát thông qua ảnh hưởng
của góc ma sát trong đất nền , tỉ số độ sâu đặt hầm và kích thước hầm H/D,

trọng lượng bản thân đất nền D/c và khoảng cách giữa hai hầm S/D. Đặc biệt,
trong bài toán ổn định 2 hầm tròn hoặc 2 hầm vuông đặt song song nhau, khoảng
cách giữa hai hầm là yếu tố quyết định đến cơ cấu phá hoại, điều này giúp cho

kỹ sư thiết kế lựa chọn vị trí đặt hầm mới mà không gây ảnh hưởng đến hầm
ngầm hiện hữu.

Như vậy, đề tài mang ý nghĩa thực tiễn và cấp thiết, có thể sử dụng làm căn cứ
để kết luận về mức độ ổn định của nền công trình và áp dụng vào các bài toán

khác nhau trong Địa kỹ thuật.

2   Mục tiêu nghiên cứu

Hiện nay, các nghiên cứu về phân tích giới hạn trong Địa kỹ thuật theo định lý
cận trên thường sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn (FEM). Trong khi đó,
NS-FEM được sử dụng để phân tích giới hạn bài toán cơ học vật rắn, phân tích
vết nứt của tấm, bài toán truyền nhiệt, truyền âm thanh trong kết cấu vỏ, …. Tuy
nhiên, NS-FEM chưa được áp dụng rộng rãi vào phân tích giới hạn trong các bài

toán Địa kỹ thuật. Do đó, trong luận án này, tác giả thực hiện phân tích giới hạn
theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM để phân tích hệ số sức chịu tải của nền
dưới móng băng và tải trọng giới hạn của hầm ngầm.
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3   Phương pháp nghiên cứu

Trong luận án này, tác giả sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn trơn NS-FEM

để rời rạc miền bài toán và tính toán trường biến dạng trơn trên nút theo định lý
cận trên. Khi đó, bài toán phân tích giới hạn trở thành bài toán cực tiểu hàm năng
lượng tiêu tán dẻo bên trong vật thể. Tiêu chuẩn chảy dẻo Mohr-Coulomb được
biểu diễn dưới dạng ràng buộc hình nón bậc hai (SOCP). Thông qua chương trình

tối ưu Mosek được phát triển bởi các nhà toán học, kỹ thuật tối ưu hóa hình nón

bậc 2 có thể giải bài toán với số biến rất lớn, tốc độ nhanh và chính xác hơn so
với kỹ thuật tối ưu hóa tuyến tính và phi tuyến.

4   Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Luận án thực hiện phân tích tải trọng giới hạn theo định lý cận trên đối với một
số bài toán địa kỹ thuật như sau:

 Phân tích hệ số sức chịu tải Nc và N của nền dưới móng băng trong
trường hợp nền đất đồng nhất. Kết quả được kiểm chứng với nghiệm giải tích
của Prandtl, Meyerhof, Hansen, Vesic

 Phân tích trạng thái giới hạn và cơ cấu trượt của hầm ngầm tròn và hầm
vuông, 2 hầm tròn và 2 hầm vuông trong nền đất sét đồng nhất, không xét ảnh
hưởng của mực nước ngầm.

 Ngoài ra, để đánh giá độ tin cậy của NS-FEM trong phân tích giới hạn
của hầm ngầm, tác giả thực hiện mô phỏng bài toán xác định áp lực giữ ổn định
hầm tròn và cơ cấu phá hoại trong nền đất sét và cát. Sau đó, so sánh kết quả mô
phỏng với thí nghiệm ly tâm hầm tròn từ một số nghiên cứu đã có. Từ kết quả
phân tích cho phép đánh giá phạm vi gây phá hoại và áp lực giữ ổn định hầm
tròn.

5   Cấu trúc của luận án

Luận án gồm có các phần: Mở đầu, 5 chương, kết luận và kiến nghị những nghiên

cứu tiếp theo. Tổng cộng có 150 trang, trong đó có 98 hình vẽ, 24 bảng biểu và

các công thức tính toán. Phần phụ lục có 45 trang.
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1. Hệ số sức chịu tải Nc , N dưới nền móng băng sử dụng NS-FEM và kỹ
thuật tối ưu hóa hình nón SOCP cho kết quả chính xác và hội tụ tốt hơn lời giải

sử dụng FEM và phù hợp với nghiệm giải tích của Prandtl.

 Đối với hệ số sức chịu tải Nc xác định bằng NS-FEM hội tụ rất tốt về
nghiệm giải tích của Prandtl với sai số khoảng 1.62% khi  = 50

 Hệ số sức chịu tải N đối với trường hợp móng tiếp xúc trơn, cơ cấu trượt

xác định bằng NS-FEM rất phù hợp với lời giải của Meyerhof, Bolton và Lau,

Sokolovskii khi giả thiết góc nghiêng dưới nêm trượt 450 + /2. Khi móng tiếp

xúc nhám, hệ số sức chịu tải N xác định từ NS-FEM có sự khác biệt không đáng
kể so với lời giải từ phương pháp đường trượt của Meyerhof, Hansen khi   350.

2. Việc phân tích tải trọng giới hạn của hầm ngầm trong nền đất sét sử dụng

NS-FEM theo định lý cận trên, kết quả cho thấy:

 Tải trọng giới hạn theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM rất phù hợp

với giá trị trung bình theo định lý cận dưới và cận trên của Yamamoto et al. Tuy

nhiên, khi giải bài toán tối ưu sử dụng NS-FEM và kỹ thuật tối ưu hóa hình nón

(SOCP) thì số phần tử và số biến ít hơn nhiều so với lời giải sử dụng FEM và kỹ
thuật tối ưu hóa phi tuyến do Yamamoto đề xuất.

 Đối với bài toán 2 hầm ngầm tròn hoặc 2 hầm ngầm vuông, khoảng cách

giữa 2 hầm là yếu tố quan trọng quyết định tải trọng giới hạn và cơ cấu trượt.

Đối với bài toán 2 hầm ngầm tròn, khi độ sâu đặt hầm H/D = 1, H/D = 3, H/D =

5, nếu khoảng cách giữa 2 hầm tương ứng là S = 3.5D4D, S = 7D7.5D, S =

10D11D thì 2 hầm tròn sẽ làm việc như hầm đơn độc lập.

Đối với bài toán 2 hầm vuông, khi độ sâu đặt hầm H/B = 1, H/B = 3, H/B = 5,

nếu khoảng cách giữa 2 hầm tương ứng là S= 3.5B4B, S= 7B7.5B, S= 10B11B

thì 2 hầm ngầm sẽ làm việc như hầm đơn độc lập

3. Việc kiểm chứng tải trọng giới hạn sử dụng NS-FEM và so sánh với kết

quả thí nghiệm mô hình ly tâm

 Phân tích giới hạn theo NS-FEM được so sánh với kết quả thí nghiệm ly

tâm với mô hình 1 hầm tròn và 2 hầm tròn trong nền đất sét do Wu và Lee thực
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(a) Mô hình bài toán khi H/D = 0.5 (b) Năng lượng tiêu tán dẻo t/c = 5.50
Hình 5.7 Cơ cấu trượt hầm ngầm sử dụng NS-FEM (H/D = 0.5; γD/c = 1.5; = 340)

Bảng 5.1 Kết quả áp lực cần thiết giữ ổn định hầm ngầm theo lý thuyết phân

tích giới hạn và thí nghiệm ly tâm

Độ sâu đặt hầm H/D = 1.5 H/D = 1.0 H/D = 0.5

Áp lực giữ ổn định hầm ngầm xác định từ thí nghiệm ly tâm t (kN/m2)

Thí nghiệm ly tâm hầm ngầm do

Gregor Idinger et al. thực hiện

6.5-9.5 4.5-6.0 3.0-6.0

Áp lực giữ ổn định hầm ngầm xác định từ lý thuyết phân tích giới hạn t (kN/m2)

Lời giải sử dụng NS-FEM

(Sai số giữa NS-FEM và Gregor

Idinger)

10.02

(11.33%)

6.95

(15.83%)

5.50

(8.33%)

Kết luận chương 5

Kết quả phân tích giới hạn theo NS-FEM rất phù hợp với thí nghiệm ly tâm mô
hình 1 hầm tròn và 2 hầm tròn trong nền đất sét do Wu và Lee thực hiện. Ngoài

ra, kết quả mô phỏng theo NS-FEM cũng được so sánh với thí nghiệm ly tâm
hầm tròn trong đất cát do Gregor Idinger thực hiện, với sai số không đáng kể.

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Kết luận

Từ kết quả mô phỏng đánh giá hệ số sức chịu tải của nền dưới móng băng và

trạng thái giới hạn của hầm ngầm trên cơ sở sử dụng phương pháp phần tử hữu
hạn trơn trên nút NS-FEM. Từ đó, rút ra một số kết luận chính như sau:

3

6 Những đóng góp mới của luận án

Từ kết quả nghiên cứu của luận án có thể rút ra những điểm mới như sau:

 Luận án trình bày phương thức tiếp cận mới khi nghiên cứu triển khai sử
dụng NS-FEM vào phân tích giới hạn theo định lý cận trên đối với các bài toán

Địa kỹ thuật. Từ đó, xác định hệ số sức chịu tải Nc, Nq, N của nền dưới móng

băng và bài toán ổn định của hầm ngầm trong nền đất sét. Hàm chảy dẻo Mohr-

Coulomb được biểu diễn dưới dạng ràng buộc hình nón bậc hai (SOCP), vì thế
không cần làm trơn tại đỉnh của mặt chảy dẻo. Thông qua chương trình tối ưu
Mosek trong phần mềm Matlab có thể giải bài toán phân tích giới hạn với số biến

rất lớn, tốc độ nhanh, chính xác hơn so với kỹ thuật tối ưu hóa tuyến tính và phi

tuyến.

 Kết quả nghiên cứu cho phép xác định được mặt trượt và đánh giá khả
năng chịu tải của nền dưới móng băng và hầm ngầm mà không cần giả định trước
cơ cấu trượt của khối đất. Do đó, có thể áp dụng để giải các bài toán có mô hình

phức tạp, điều kiện biên và tải trọng tác dụng bất kỳ.

 Tải trọng giới hạn của hầm tròn, hầm vuông trong nền đất sét được lập
thành bảng tra và biểu diễn trên đồ thị không thứ nguyên. Từ đó, có thể giúp cho
kỹ sư ước tính tải trọng giới hạn tác dụng trên bề mặt đất không gây sụp đổ cho
hầm ngầm và khoảng cách tối thiểu để 2 hầm làm việc độc lập nhau. Điều này có

ý nghĩa thực tiễn giúp cho người thiết kế quyết định vị trí xây dựng hầm ngầm
mới trong nền đất sét mà không ảnh hưởng đến các hầm ngầm hiện hữu.
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CHƯƠNG 1 TỔNG QUAN VỀ PHÂN TÍCH GIỚI HẠN TRONG ĐỊA
KỸ THUẬT

1.1 Tổng quan về phân tích giới hạn trong địa kỹ thuật theo định lý cận
trên

1.1.1 Phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng cơ cấu trượt của

các khối cứng

Năm 1975, Chen sử dụng lý thuyết phân tích giới hạn theo định lý cận trên để
giải các bài toán địa kỹ thuật, khi đó trường vận tốc và cơ cấu trượt của các khối
đất được giả định trước. Tải trọng giới hạn được tính toán bằng cách cân bằng
giữa công ngoại và năng lượng tiêu tán dẻo dọc theo các mặt trượt giả định trước.

1.1.2 Phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng phương pháp phần

tử hữu hạn

Tối ưu hóa tuyến tính được Anderheggen & Knöpfel và Maier, Bottero et al.,

Pastor và Turgeman áp dụng vào các bài toán địa kỹ thuật sử dụng tiêu chuẩn
chảy dẻo Tresca và Mohr-Coulomb. Khi đó, bài toán có ràng buộc là hàm chảy
dẻo phi tuyến được biến đổi thành ràng buộc tuyến tính. Kỹ thuật tối ưu hóa tuyến
tính sử dụng đơn giản và phù hợp cho các bài toán 2 chiều, không phù hợp cho
các bài toán không gian bởi vì số lượng ràng buộc tăng lên đáng kể, dẫn đến thời
gian giải bài toán rất lớn

Để khắc phục nhược điểm của thuật toán tối ưu tuyến tính, Lyamin và Sloan sử
dụng kỹ thuật tối ưu hóa phi tuyến để xác định tải trọng giới hạn theo định lý cận
trên trong các bài toán địa kỹ thuật. Nhược điểm của thuật toán tối ưu phi tuyến
do Lyamin và Sloan đề xuất là hàm chảy dẻo phải thỏa mãn điều kiện đạo hàm

cấp 2 liên tục. Tuy nhiên, tiêu chuẩn Mohr-Coulomb không đảm bảo tính chất
đạo hàm cấp 2 liên tục nên Lyamin và Sloan sử dụng hàm trơn hyperbolic để xấp
xỉ tại đỉnh của mặt chảy dẻo Mohr-Coulomb khi giải bài toán tối ưu phi tuyến.

Để khắc phục nhược điểm của Lyamin và Sloan, Ciria và Makrodimopoulous &

Martin đã biến đổi hàm chảy dẻo Von-Mises và Mohr-Coulomb về dạng tối ưu
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NS-FEM rất phù hợp với kết quả của Wilson et al. theo định lý cận trên và cận
dưới khi phân tích bài toán 2 hầm tròn đặt song song.

t/cu = -2.46
Hình 5.4 Năng lượng tiêu tán dẻo khi

H/D = 1; S/D = 1.5; γD/cu = 3.29

t/cu = -3.64
Hình 5.5 Năng lượng tiêu tán dẻo khi H/D
= 2; S/D = 1.5; γD/cu = 2.65

Hình 5.6 So sánh áp lực giữ ổn định 2 hầm ngầm giữa thí nghiệm ly tâm và
phân tích giới hạn sử dụng NS-FEM

5.2 Phân tích ổn định hầm tròn trong thí nghiệm ly tâm do Gregor Idinger
thực hiện

5.2.1 Bài toán ổn định hầm tròn trong nền đất cát

Áp lực giữ ổn định hầm ngầm theo NS-FEM rất phù hợp với kết quả thí nghiệm
ly tâm do Gregor Idinger et al. thực hiện và lời giải lý thuyết của tác giả khác

được thể hiện trong bảng 5.1
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CHƯƠNG 5 PHÂN TÍCH ỔN ĐỊNH HẦM NGẦM TRONG THÍ
NGHIỆM  MÔ HÌNH LY TÂM SỬ DỤNG NS-FEM

5.1 Phân tích ổn định hầm tròn trong thí nghiệm ly tâm do Wu & Lee
thực hiện

5.1.1 Bài toán ổn định 1 hầm tròn trong nền đất sét

t/cu = -0.72
Hình 5.1 Năng lượng tiêu tán dẻo khi H/D
= 0.5; γD/cu = 3.5

t/cu = -1.22
Hình 5.2 Năng lượng tiêu tán dẻo khi
H/D = 1; γD/cu = 2.94

Trường hợp hầm ngầm đặt nông gần mặt đất: H/D = 0,5; H/D = 1; H/D = 2, kết
quả áp lực bên trong hầm ngầm theo thí nghiệm ly tâm rất phù hợp với lời giải
phân tích giới hạn sử dụng NS-FEM.

Hình 5.3 So sánh áp lực giữ ổn định hầm ngầm giữa thí nghiệm ly tâm và phân
tích giới hạn sử dụng NS-FEM

5.1.2 Bài toán ổn định 2 hầm tròn trong nền đất sét

Khi độ sâu đặt hầm gần mặt đất với tỉ số H/D = 1; H/D = 2: kết quả thí nghiệm
của Wu và Lee rất phù hợp với lời giải lý thuyết theo NS-FEM, sai số lớn nhất
của áp lực giữ ổn định hầm ngầm khoảng 6.18%. Ngoài ra, lời giải lý thuyết theo
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hóa hình nón bậc 2. Từ đó, có thể áp dụng để giải bài toán phân tích giới hạn theo
định lý cận trên và cận dưới trong địa kỹ thuật.

Trong những năm gần đây, Canh. V. Le sử dụng phương pháp không lưới phân

tích giới hạn cho bài toán tấm theo tiêu chuẩn chảy dẻo Von-Mises. Sau đó,
Hoang C. Nguyen et al. phân tích giới hạn trong địa kỹ thuật khi khảo sát ổn định
của móng băng đặt trên mái dốc sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên
cạnh ES-FEM. Năm 2013, Tri P. Truong et al. sử dụng phương pháp không lưới
EFG để phân tích ổn định hầm tròn trong nền đất sét. Năm 2017, Canh. V. Le sử
dụng phương pháp phần tử hữu hạn trơn CS-FEM và kỹ thuật tối ưu SOCP xác
định hệ số sức chịu tải N của nền dưới móng băng và ổn định mái dốc. Gần đây,
Thien. M. Vo et al. sử dụng NS-FEM và kỹ thuật tối ưu SOCP để xác định tải
trọng giới hạn của 2 hầm tròn và 2 hầm vuông trong nền đất sét chịu tải trọng
phân bố đều trên mặt đất.

1.2 Tổng quan về phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên nút NS-FEM

Liu và Nguyen Thoi-T ứng dụng kỹ thuật làm trơn biến dạng từ phương pháp
không lưới vào phương pháp phần tử hữu hạn FEM gọi là phương pháp phần tử
hữu hạn trơn S-FEM bao gồm: phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên phần tử
(CS-FEM), phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên nút (NS-FEM), phương pháp
phần tử hữu hạn trơn trên cạnh (ES-FEM).

Việc ứng dụng NS-FEM được nhiều tác giả nghiên cứu, chẳng hạn như: Liu et

al. sử dụng NS-FEM giải bài toán cơ học vật rắn và bài toán vết nứt theo định lý
cận trên. Nguyen Thoi-T et al. sử dụng NS-FEM phân tích giới hạn theo định lý
cận trên cho vật liệu nhớt-đàn hồi dẻo. Nguyen Xuan-H et al. giải bài toán tấm
theo định lý cận trên chịu tải trọng lặp (shakedown analysis) sử dụng tiêu chuẩn
chảy dẻo Von-Mises. Cui et al., Wu et al. ứng dụng NS-FEM giải bài toán truyền
nhiệt 2D và 3D. Wang et al. giải bài toán truyền âm thanh trong kết cấu vỏ. Năm
2016, Cui et al. sử dụng NS-FEM để giải bài toán phân tích dao động tự do, dao
động cưỡng bức và phân tích phi tuyến hình học của tấm mỏng đối xứng trục.
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Wang et al. sử dụng NS-FEM phân tích tĩnh và động học trong bài toán tấm mỏng
và tấm Reissner-Mindlin.

Kết luận chương 1

Hiện nay, các nghiên cứu về phân tích giới hạn trong Địa kỹ thuật theo định lý
cận trên thường sử dụng FEM. Trong khi đó, NS-FEM được sử dụng khi phân
tích giới hạn bài toán cơ học vật rắn, phân tích vết nứt của tấm, bài toán truyền
nhiệt, truyền âm thanh trong kết cấu vỏ, …. Tuy nhiên, NS-FEM chưa được áp
dụng rộng rãi vào phân tích giới hạn trong các bài toán Địa kỹ thuật. Do đó, trong
luận án này, tác giả thực hiện phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng
NS-FEM để phân tích hệ số sức chịu tải của nền dưới móng băng và tải trọng
giới hạn của hầm ngầm.

CHƯƠNG 2 CƠ SỞ LÝ THUYẾT PHÂN TÍCH GIỚI HẠN THEO
ĐỊNH LÝ CẬN TRÊN SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN
TRƠN TRÊN NÚT (NS-FEM)

2.1 Phân tích giới hạn theo định lý cận trên

Khảo sát vật thể cứng dẻo lý tưởng trong miền R2 có biên  trên toàn miền
vật thể, trong đó bao gồm biên động học Dirichlet u ràng buộc về chuyển vị, và

biên tĩnh học Neumann t khi chịu lực trên biên g, lực thể tích f đồng thời thỏa
mãn điều kiện, =u t  , =u t  .

Theo định lý cận trên, vật thể bị phá hủy khi và chỉ khi tồn tại trường chuyển vị
khả dĩ động u U sao cho:

( ) ( )ε uint extW W

Với
0

  trong Ω
0 trên

ε ε σ ε

u f u g u

ε u
u

t

T
int p

T T
ext

u

W ( ) D ( )d d

W ( ) d d

 

 

    



   



 
  

 

  (2.1)

Biểu thức tính công ngoại lực tác dụng lên vật thể được biểu diễn gồm 2 thành

phần: 0 ( )uextW là công ngoại của lực không gây ra phá hủy vật thể g0, f0 và ( )uextW
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4.2.2 Trường hợp 2 hầm vuông chịu tải trọng phân bố đều trên bề mặt đất

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

Hình 4.12 Mô hình hầm vuông khi
H/B = 1, γB/c = 1, S/B = 2, = 100

Hình 4.13 Mô hình hầm vuông khi
H/B = 3, γB/c = 1, S/B = 3.5, = 100

(a) Năng lượng tiêu tán dẻo
khi H/B = 1, γB/c = 1,

S/B = 3.5,  = 100

(b) Năng lượng tiêu
tán dẻo H/B = 3, γB/c
= 1, S/B = 7,  = 100

(c) Năng lượng tiêu tán
dẻo khi H/B = 5, γB/c =

1, S/B = 10,  = 100

Hình 4.14 Năng lượng tiêu tán dẻo khi cơ cấu trượt của các hầm độc lập nhau

Hình 4.14 thể hiện năng lượng tiêu tán dẻo tương ứng với 3 trường hợp độ sâu
đặt hầm thay đổi khác nhau và góc ma sát trong  = 100. Khi độ sâu đặt hầm H/B

= 1, H/B = 3, H/B = 5 thì tương ứng với khoảng cách 2 hầm là S = 3.5B, S = 7B,

S = 10B cơ cấu trượt của bài toán 2 hầm ngầm tròn sẽ giống như cơ cấu trượt bài

toán một hầm đơn làm việc độc lập, khi đó tải trọng giới hạn của hầm ngầm đạt
giá trị lớn nhất.

Kết luận chương 4

Bài toán phân tích tải trọng giới hạn của hầm ngầm trong nền đất sét chịu tải
trọng phân bố đều trên mặt đất theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM đã được
khảo sát. Tải trọng giới hạn sử dụng NS-FEM rất phù hợp với kết quả của
Yamamoto et al. khi sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn FEM
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(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Trường biến
dạng

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Trường biến
dạng

Hình 4.9 Mô hình hầm vuông khi H/B =
2, γB/c = 1= 50

Hình 4.10 Mô hình hầm vuông khi H/B =
4, γB/c = 1, = 50

Hình 4.11 Tải trọng giới hạn của hầm vuông theo lời giải NS-FEM và Yamamoto et al.
với các trường hợp: a) = 50, b) = 100, c) = 200, d) = 300 (tiếp xúc trơn)

Kết quả so sánh tải trọng giới hạn của hầm vuông trong nền đất sét chịu tải trọng
phân bố đều trên mặt đất theo NS-FEM và Yamamoto et al. với điều kiện tiếp
xúc trơn được thể hiện trên hình 4.11.

7

là công ngoại của lực trực tiếp gây ra phá hủy vật thể g, f. Khi đó tải trọng giới
hạn sẽ được quyết định bởi hệ số tải trọng + sao cho:

0( ) ( ) ( ) ( )ε ε u uint p ext extW D d W W 



    (2.2)

Nếu định nghĩa  ( ) 1 ,u uextC U W   tải trọng giới hạn + được xác định khi
giải bài toán tối ưu sau:

0min ( ) ( )ε up extD d W 



   (2.3)

Với ràng buộc
  trong Ω

0 trên

1

ε u
u

u
u

extW ( )

 
  
 

2.2 Phân tích giới hạn của nền đất theo định lý cận trên sử dụng phương
pháp phần tử hữu hạn trơn trên nút NS-FEM

2.2.1 Tóm tắt phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên nút NS-FEM

Phương pháp phần tử hữu hạn trơn trên nút NS-FEM sử dụng kỹ thuật tích phân
trên nút và kỹ thuật trơn hóa biến dạng cho phần tử dựa vào phương pháp không
lưới do Chen et al. đề xuất. Miền bài toán  được chia thành các miền con (k)

tương ứng với nút k thỏa mãn ( )

1

nN
k

k
   và i  j =, i  j trong đó Nn là

tổng số nút trong toàn bộ miền bài toán. Đối với phần tử tam giác, mỗi miền con
(k) tương ứng với nút k được tạo ra bằng cách nối điểm giữa trên cạnh của phần
tử và trọng tâm của phần tử tương ứng. Do đó, mỗi phần tử tam giác được chia
thành 3 miền con tứ giác và mỗi miền con tứ giác được kết nối với nút gần nhất
xung quanh nút k.

Trong NS-FEM, tốc độ biến dạng trơn trong miền (k) tương ứng với nút k được

tính toán bằng cách sử dụng tốc độ biến dạng xác định theo phương pháp phần

tử hữu hạn FEM là (x) = u(x) nhân với hàm trơn k(x)

( ) ( )

( ) ( ) = ( ) ( )ε ε x x u x x
k k

k k kd d
 

       (2.4)

Trong đó k(x) là hàm trơn có giá trị dương và thỏa mãn đặc tính đơn vị

( )

( ) = 1x
k

k d


  (2.5)

Để đơn giản, hàm trơn k(x) được giả định là hằng số và tính toán như sau
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( ) ( )

( )

1 ,
( )

0,

x
x

x

k k

k k

A  
  

 

(2.6)

trong đó
( )

( )

k

kA d


  là diện tích của miền con (k) và biến dạng trơn trên miền

(k) có thể biểu diễn như sau:

Hình 2.1 Phần tử tam giác và miền trơn tương ứng với nút k trong phương pháp

phần tử hữu hạn trơn NS-FEM

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
( ). ( )d ( ). .dε x u x N dn xn

k k

k k
k I Ik kA A

 

     (2.7)

trong đó (k) là biên của miền (k) như hình 2.1 và n(k) là ma trận có các thành
phần là vectơ pháp tuyến trên cạnh biên (k) và được biểu diễn trong bài toán
biến dạng phẳng như sau

( )

( ( )

( ) (

)

)

      0

( ) 0n x

k
x

k
y

k
y

k

k
x

n

n

n n



 
 
 
 
  

(2.8)

Biến dạng trơn trên miền (k) tương ứng với nút k ở công thức (2.7) có thể được
viết lại như sau:

( )

( )ε B x d
k

k I k I
I N

   (2.9)

Trong đó N(k) là số nút có kết nối trực tiếp với nút k và ma trận biến dạng trơn
( )I kxB trên miền (k) có thể được xác định theo công thức
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sâu đặt hầm thay đổi. Kết quả cho thấy năng lượng tiêu tán dẻo theo phân tích
giới hạn sử dụng NS-FEM phù hợp với cơ cấu trượt của các khối cứng và lời giải
của Yamamoto et al

(a) Năng lượng tiêu tán dẻo
khi H/D = 1, γD/c = 1,

S/D = 3.5,  = 100

(b) Năng lượng tiêu
tán dẻo H/D = 3, γD/c
= 1, S/D = 7,  = 100

(c) Năng lượng tiêu tán
dẻo khi H/D = 5, γD/c =

1, S/D = 10,  = 100

Hình 4.7 Năng lượng tiêu tán dẻo khi cơ cấu trượt của các hầm độc lập nhau

Hình 4.7 thể hiện năng lượng tiêu tán dẻo tương ứng với 3 trường hợp độ sâu đặt
hầm thay đổi khác nhau và góc ma sát trong = 100. Khi độ sâu đặt hầm H/D =

1, H/D = 3, H/D = 5 thì tương ứng với khoảng cách 2 hầm là S = 3.5D, S = 7D,

S = 10D cơ cấu trượt của bài toán 2 hầm ngầm tròn sẽ giống như cơ cấu trượt bài

toán một hầm đơn làm việc độc lập, khi đó tải trọng giới hạn của hầm ngầm đạt
giá trị lớn nhất.

4.2 Phân tích trạng thái giới hạn của hầm vuông trong nền đất sét sử dụng
NS-FEM

4.2.1 Trường hợp 1 hầm vuông chịu tải trọng phân bố đều trên bề mặt đất

(a) Mô hình chia lưới hầm
vuông

(b) Vectơ biến dạng (c) Năng lượng tiêu tán
dẻo

Hình 4.8 Mô hình hầm vuông khi H/B =1, γB/c = 1, = 50
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Kết quả so sánh tải trọng giới hạn của hầm tròn trong nền đất sét chịu tải trọng
phân bố đều trên mặt đất theo NS-FEM và Yamamoto et al. với điều kiện tiếp
xúc trơn được thể hiện trên hình 4.4.

Hình 4.4 Tải trọng giới hạn của hầm tròn theo lời giải NS-FEM và Yamamoto et al. với
các trường hợp: a) = 50, b) = 100, c) = 200, d) = 300 (tiếp xúc trơn)

4.1.2 Trường hợp 2 hầm tròn chịu tải trọng phân bố đều trên bề mặt đất

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

Hình 4.5 Mô hình hầm tròn khi H/D = 1,
γD/c = 1, S/D = 1.5, = 100

Hình 4.6 Mô hình hầm tròn khi H/D =
3, γD/c = 1, S/D = 3.5, = 100

Hình 4.5, 4.6 thể hiện so sánh năng lượng tiêu tán dẻo và trường biến dạng của 2
hầm tròn khi phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM với độ

9

( )     0

( ) 0              ( )

( )     ( )

x

B x x

x x

Ix k

IyI k k

Iy Ixk k

b

b

b b



 
 
 
 
  




 

(2.10)

Và được tính toán bằng  phương pháp số

( )

( )
( )

1
( ) ( ) ( )dx x N x

k

k
Ih k h Ik

b n
A



  (h = x,y)
(2.11)

Khi trường chuyển vị tương thích dọc theo biên (k) là tuyến tính, chỉ cần một
điểm Gauss là đủ để tích phân dọc theo mỗi cạnh biên (k) của miền con (k),
phương trình trên có thể được viết lại như sau:

( ) ( )
( )

1

1
( ) ( )N x

M
GP k k

Ih k I i ih ik
i

b x n l
A 

  (h = x,y) (2.12)

Trong đó M là tổng số các biên i
(k), xi

GP là điểm Gauss ở vị trí trung điểm của
mỗi cạnh biên i

(k) với chiều dài li
(k) và pháp tuyến ngoài nih

(k).

Công thức (2.9) cho biết trong NS-FEM, chỉ cần xác định hàm dạng tại một số
điểm đặc biệt trên biên i

(k) và không cần thiết lập dưới dạng giải tích. Đặc biệt
đối với phần tử tam giác, ma trận biến dạng trơn  có thể viết dưới dạng như sau

( )

( )
( )

1

1 1
( )

3
B x B

k
eN

j
I k e jk

j

A
A 

  (2.13)

Trong đó Ne
(k) là số phần tử xung quanh nút k, Ae

(j) và Bj lần lượt là diện tích và
ma trận biến dạng của phần tử thứ j xung quanh nút k, và A(k) là diện tích của
miền con (k) được tính toán theo công thức

( )

( )

( ) ( )

1

1

3

k
e

k

N
k j

e
j

A d A


    (2.14)

2.2.2 Thiết lập bài toán phân tích giới hạn sử dụng phương pháp phần tử
hữu hạn trơn trên nút NS-FEM

Khi sử dụng NS-FEM để phân tích tải trọng giới hạn theo định lý cận trên, miền

bài toán được rời rạc thành Ne phần tử tam giác và Nn nút. Tốc độ biến dạng trơn

kε tương ứng với nút k được tính toán theo công thức (2.9), khi đó tải trọng giới

hạn + xác định khi giải bài toán tối ưu được viết lại như sau:



10

0

1

min . . cos ( )d
nN

j j ext
j

c A W  



 
  

 
 (2.15)

Với ràng buộc

trên

( ) 1

sin 1,2,....

1, 2,....

d 0

d

B d B d

ρ

u

ext

j j
xx yy j n

j j n

W

j N

j N

 



 
 
   
  

 

1

2

( )

2

B d B d
ρ

B d

j j
j xx yy

j j
j xy





   
    

     

 



(2.16)

Trong đó
c - lực dính của đất,  - góc ma sát trong của đất, Aj - diện tích của phần tử xung

quanh nút thứ j, Nn - tổng số nút trong miền bài toán, d - vectơ chuyển vị nút, B j

- ma trận biến dạng trơn xung quanh nút k. Tổng số biến số trong bài toán tối ưu
sử dụng NS-FEM (2.15) là Nvar = 5Nn.

Kết luận chương 2
Dựa vào cơ sở lý thuyết đã trình bày, các bước giải bài toán phân tích giới hạn

theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM như sau:
 Thiết lập mô hình bài toán – Rời rạc bài toán thành các phần tử tam giác

 Tính toán trường biến dạng trơn trên nút
 Hàm chảy dẻo Mohr-Coulomb được biểu diễn về dạng ràng buộc hình

nón bậc hai (SOCP)

 Thiết lập hàm năng lượng tiêu tán dẻo với ẩn số là biến dạng trơn trên
nút

 Giải bài toán cực tiểu hàm năng lượng tiêu tán dẻo, từ đó xác định được

tải trọng giới hạn và cơ cấu trượt tương ứng.

CHƯƠNG 3 ĐÁNH GIÁ KIỂM TRA HỆ SỐ SỨC CHỊU TẢI CỦA
NỀN DƯỚI MÓNG BĂNG SỬ DỤNG NS-FEM

Sức chịu tải của nền là một trong những vấn đề quan trọng đối với kỹ sư thiết kế
nền móng. Đối với nền đồng nhất, sức chịu tải giới hạn của nền dưới móng băng
được tính toán theo công thức của Terzaghi đề xuất năm 1943 như sau:
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Khi móng tiếp xúc trơn và nhám, hệ số sức chịu tải N xác định từ NS-FEM có

sự khác biệt không đáng kể so với lời giải từ phương pháp đường trượt của
Meyerhof, Bolton và Lau, Sokolovskii.

CHƯƠNG 4 PHÂN TÍCH TRẠNG THÁI GIỚI HẠN CỦA HẦM
TRÒN VÀ HẦM VUÔNG TRONG NỀN ĐẤT SÉT SỬ DỤNG NS-FEM

4.1 Phân tích trạng thái giới hạn của hầm tròn trong nền đất sét sử dụng
NS-FEM

4.1.1 Trường hợp 1 hầm tròn chịu tải trọng phân bố đều trên bề mặt đất

(a) Mô hình chia lưới hầm
tròn

(b) Vectơ biến dạng (c) Năng lượng tiêu tán
dẻo

Hình 4.1 Mô hình hầm tròn khi H/D =1, γD/c = 1, = 50

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

(a) Năng lượng tiêu
tán dẻo

(b) Vectơ biến
dạng

Hình 4.2 Mô hình hầm tròn khi H/D = 2,
γD/c = 1, = 150

Hình 4.3 Mô hình hầm tròn khi H/D = 4,
γD/c = 1, = 150
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3.2.2.2 Trường hợp móng tiếp xúc nhám (rough footing)

Hệ số sức chịu tải N trong trường hợp móng tiếp xúc nhám sử dụng NS-FEM

phù hợp với lời giải của Meyerhof và Hansen, Vesic được sử dụng rộng rãi trong

thiết kế nền móng. Hình dạng nêm trượt của NS-FEM phù hợp với cơ cấu trượt

Meyerhof, Vesic, Hansen khi giả thiết góc nghiêng dưới đáy móng 450+/2.

Hình 3.5 Hệ số sức chịu tải N cho trường hợp móng tiếp xúc nhám.

Kết luận chương 3

Kết quả mô phỏng đánh giá khả năng chịu tải của nền đất dưới móng băng và xác

định các hệ số Nc, N trên cơ sở phân tích giới hạn theo định lý cận trên sử dụng
NS-FEM cho phép rút ra các kết luận sau:

 Đối với hệ số sức chịu tải Nc

Trường hợp ứng xử không thoát nước: hệ số sức chịu tải từ kết quả mô phỏng có
giá trị Nc = 5,1565 khác biệt không đáng kể so với lời giải của Prandtl Nc = 2 +

 (sai số xấp xỉ 0,27%)

Trường hợp ứng xử thoát nước: giá trị Nc khác biệt không đáng kể so với nghiệm

giải tích của Prandtl với sai số lớn nhất khoảng 1.62%.

 Đối với hệ số sức chịu tải N

11

1

2ult c qq cN qN BN   (3.1)

Trong đó :
qult - Sức chịu tải giới hạn của nền móng băng
Nc, Nq, N - Hệ số sức chịu tải phụ thuộc vào góc ma sát trong  của đất
B - bề rộng của móng băng

3.1 Kiểm chứng hệ số sức chịu tải Nc của nền dưới móng băng
3.1.1 Thiết lập bài toán phân tích giới hạn theo định lý cận trên

Giả thiết bỏ qua ảnh hưởng trọng lượng bản thân đất nền  = 0 và q = 0, khi đó
sức chịu tải của móng băng theo công thức (3.1) được viết lại như sau

ult cq cN (3.2)

Khi c = 1 thì qult= Nc. Vì đất nền không trọng lượng nên 0 0extW  , bài toán tối
ưu hóa xác định hệ số sức chịu tải Nc được thiết lập như sau:

1

min . . cos
nN

c i i
i

N c A  



 
   

 


(3.3)

Ràng buộc:

2 2

0 trên

( ) 1

sin

( ) , 1,2,........,

d

d
u

ext

xx yy i

red
i xx yy xy n

W

e i N

   

   

 
 
  

     

 

  

(3.4)

3.1.2 Kết quả tính toán

Hệ số sức chịu tải Nc tính toán từ lời giải phân tích giới hạn sử dụng NS-FEM

được so sánh với nghiệm giải tích của Prandtl theo công thức sau:
tan 2[ tan ( ) 1]cot

4 2cN e   
  

(3.5)

với  và c lần lượt là góc ma sát trong và lực dính của đất.

3.1.2.1 Trường hợp ứng xử không thoát nước  = 0

Trường tốc độ biến dạng và năng lượng tiêu tán dẻo trong bài toán phân tích giới
hạn theo định lý cận trên sử dụng NS-FEM được thể hiện trên Hình 3.1. Ta nhận
thấy rằng cơ chế trượt của nền đất có góc nghiêng dưới nêm trượt 450, kết quả
này phù hợp với cơ cấu trượt do Prandtl đề xuất.
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Hình 3.1 Trường tốc độ biến dạng và năng lượng tiêu tán dẻo khi  = 00.

3.1.2.2 Trường hợp ứng xử thoát nước   0

Hình 3.2 Trường tốc độ biến dạng và năng lượng tiêu tán dẻo với  = 200

Hình 3.3 Trường tốc độ biến dạng và năng lượng tiêu tán dẻo với  = 300

Bảng 3.1 Hệ số sức chịu tải Nc khi  = 50  450

 Hệ số sức chịu tải Nc

Terzaghi ES-FEM Nghiệm giải
tích Prandtl

NS-FEM (Sai số %)

5 7.34 6.6593 6.4888 6.5942 (1.62)

10 9.60 8.5884 8.3449 8.4626 (1.41)

15 12.86 11.3271 10.9765 11.1043 (1.16)

20 17.69 15.3475 14.8347 14.9862 (1.02)

25 25.13 21.4899 20.7205 20.9476 (1.09)

30 37.16 31.3796 30.1396 30.3631 (0.73)

35 57.75 48.9029 46.1236 46.3098 (0.40)
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40 95.69 80.4779 75.3131 75.7804 (0.62)

45 172.29 150.2515 133.874 135.3556 (1.10)

3.2 Kiểm chứng hệ số sức chịu tải N của nền dưới móng băng
3.2.1 Thiết lập bài toán phân tích giới hạn theo định lý cận trên

Để tính toán hệ số sức chịu tải N, giả thiết đất nền có lực dính c = 0 và q = 0,

Bài toán tối ưu hóa trở thành:

 0 0

1

min . . t cos min ( )d
nN

i
e i ext ext

i

N c A W W  



 
     

 


Ràng buộc :

2 2

0 trên

( ) 1

sin

( ) , 1,2,........,

d

d
u

ext

xx yy i

red
i xx yy xy n

W

t

t e i N

  

  

 
 
  

     

 

  

(3.6)

3.2.2 Kết quả tính toán

3.2.2.1 Trường hợp móng tiếp xúc trơn (smooth footing)

Hình 3.4 Hệ số sức chịu tải N cho trường hợp móng tiếp xúc trơn.

Đối với trường hợp móng tiếp xúc trơn, hệ số sức chịu tải N sử dụng NS-FEM

rất phù hợp với lời giải sử dụng phương pháp đường trượt của tác giả Meyerhof,

Bolton và Lau, Sokolovskii khi giả định góc nghiêng dưới đáy móng 450+/2,

với sai số không đáng kể.
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