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CHƢƠNG 1.  MỞ ĐẦU 

1.1 Giới thiệu 

Mô hình kết cấu dầm và tấm trên nền đàn nhớt chịu tải trọng di chuyển 

có nhiều ứng dụng trong thực tiễn như tàu cao tốc di chuyển trên đường ray, xe 

chạy trên mặt đường hay máy bay di chuyển trên đường băng. Chính vì tính 

ứng dụng rộng rãi trong thực tiễn nên có rất nhiều nghiên cứu về ứng xử của 

dầm và tấm chịu tải trọng di chuyển sử dụng nhiều phương pháp khác nhau. 

Phương pháp giải tích có thể cho lời giải chính xác nhưng gặp khó khăn và trở 

nên bế tắc đối với các bài toán phức tạp như trường hợp hệ có nhiều bậc tự do, 

chuyển động có gia tốc hoặc xét ứng xử phi tuyến. Phương pháp phần tử hữu 

hạn (Finite Element Method-FEM) phù hợp với các bài toán phức tạp nhưng 

vẫn gặp những hạn chế trong các bài toán liên quan đến tải trọng di chuyển trên 

kết cấu có chiều dài lớn. Để khắc phục khó khăn của phương pháp FEM, gần 

đây phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element Method-MEM) được 

đề xuất. Phương pháp MEM đã thể hiện nhiều ưu điểm đối với một số bài toán 

liên quan đến tải trọng di chuyển, nhưng nghiên cứu phát triển phương pháp 

MEM cho các bài toán động lực kết cấu chưa được thực hiện nhiều. Trong luận 

án này, phương pháp MEM được phát triển cho một số bài toán động lực học 

kết cấu và các bài toán được giải quyết thuận lợi hơn sử dụng phương pháp này. 

1.2 Tình hình nghiên cứu 

Bài toán phân tích ứng xử của dầm và tấm chịu tải trọng di chuyển được 

nhiều nhà nghiên cứu thực hiện sử dụng phương pháp giải tích như: phương 

pháp Fourier (Fourier Transform Method- FTM), phương pháp biến đổi Fourier 

(Fourier Fast Fourier Transform-FFT), phương pháp dãy hữu hạn (Finite Strip 

Method-FSM). Phương pháp giải tích có thể cho lời giải chính xác nhưng đối 

với các bài toán phức tạp thì việc tìm lời giải giải tích gặp rất khó khăn và có 

thể bế tắc. Để khắc phục hạn chế trên, nhiều nhà khoa học đã sử dụng phương 

pháp số cụ thể là phương pháp phần tử hữu hạn (Finite Element Method-FEM). 

Tuy nhiên, khi phân tích bài toán tải trọng di chuyển trên kết cấu có chiều dài 

lớn (được giả thuyết là vô hạn) như bài toán phân tích ứng xử của tàu cao tốc 

hay xe di chuyển trên nền đường thì phương pháp FEM gặp khó khăn do mô 
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hình tính toán có chiều dài hữu hạn. Hạn chế trên có thể được giải quyết bằng 

cách mô hình bài toán có chiều dài đủ lớn nhưng chi phí tính toán sẽ gia tăng 

đáng kể và đòi hỏi cấu hình máy tính cao. Mặc dù vậy, tải trọng vẫn sẽ nhanh 

tiến tới biên và vượt ra ngoài biên của mô hình tính toán. 

Để khắc phục hạn chế trên của phương pháp FEM, Koh và cộng sự [24] 

đã đề xuất phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element Method-MEM) 

cho bài toán phân tích ứng xử dầm ray tàu cao tốc. Trong phương pháp MEM, 

các phần tử chuyển động được thiết lập trong một hệ tọa độ chuyển động cùng 

vận tốc với tải trọng. Ưu điểm của phương pháp MEM được trình bày như sau: 

một là, tải trọng sẽ không di chuyển đến biên của mô hình tính toán; hai là, vị 

trí của tải trọng sẽ cố định trong lưới chia phần tử của phương pháp MEM, do 

đó tránh được việc cập nhật vị trí tải trọng sau mỗi bước thời gian tính toán; ba 

là, mô hình kết cấu có thể rời rạc với lưới chia không đều nhau và điều này sẽ 

thuận lợi cho các bài toán có nhiều tải trọng tác dụng; bốn là, số lượng các phần 

tử trong phương pháp MEM không phụ thuộc vào quãng đường di chuyển của 

tải trọng trong khoảng thời gian khảo sát. Nhờ vậy, phương pháp MEM cần ít 

phần tử cũng như thời gian và chi phí tính toán ít hơn so với phương pháp 

FEM. Gần đây, phương pháp MEM đã được tiếp tục phát triển cho các bài toán 

phân tích ứng xử của dầm và tấm trong các công trình nghiên cứu của Koh và 

cộng sự [25, 26], Xu và cộng sự [27], Ang và cộng sự [28], Tran và cộng sự 

[29-33]. Bên cạnh các công trình nghiên cứu trên thế giới có thể kể đến các 

công trình nghiên cứu liên quan đến đề tài này trong nước như là: Lương và 

cộng sự [58], Lê [59], Lương và cộng sự [60].  

1.3 Tính cấp thiết của đề tài 

Mặc dù phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element Method-

MEM) đã thể hiện được ưu điểm đối với một số bài toán liên quan đến tải trọng 

di chuyển, nhưng các nghiên cứu phát triển phương pháp MEM cho các bài 

toán động lực học kết cấu chưa được thực hiện nhiều. Đối với bài toán dầm, các 

nghiên cứu trước đây chỉ mới phát triển phương pháp MEM cho bài toán phân 

tích ứng xử của tàu cao tốc với mô hình đơn giản 1D tàu-ray-nền. Hạn chế của 
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các mô hình này là ảnh hưởng của sự khác nhau của các thông số giữa hai ray 

đến ứng xử của tàu cao tốc chưa khảo sát được. 

Đối với bài toán tấm chịu tải trọng di chuyển, chỉ có duy nhất một nghiên 

cứu phát triển phương pháp MEM cho bài toán phân tích ứng xử của tấm mỏng 

theo lý thuyết tấm Kirchhoff trên nền Kelvin chịu tải trọng di chuyển. Nghiên 

cứu phát triển phương pháp MEM cho bài toán phân tích ứng xử của tấm 

Mindlin, tấm composite, tấm vật liệu chức năng (Functionally Graded Material- 

FGM), tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak dưới tác dụng của tải trọng di 

chuyển chưa được thực hiện. 

1.4 Mục tiêu của luận án 

Các vấn đề nghiên cứu cụ thể trong phạm vi của luận án bao gồm:  

 Bài toán dầm: phát triển phương pháp MEM cho bài toán phân tích 

ứng xử của tàu cao tốc sử dụng mô hình 3D tàu-ray-nền. 

 Bài toán tấm: phát triển phương pháp MEM cho bài toán phân tích 

ứng xử của tấm Mindlin, tấm composite và tấm FGM trên nền đàn 

nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển. Tiếp theo, phát triển phương 

pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động (Multi-layer Moving Plate 

Method- MMPM) cho bài toán phân tích ứng xử của tấm nhiều lớp.  

1.5 Ý nghĩa khoa học và ý nghĩa thực tiễn 

Về ý nghĩa khoa học, phương pháp phần tử chuyển động (Moving 

Element Method-MEM) có thuận lợi hơn về thuật toán và kết quả đánh tin cậy 

trong các bài toán phân tích ứng xử của kết cấu chịu tải trọng di chuyển. Kết 

quả nghiên cứu trong luận án đóng góp một phương pháp thuận lợi cho các nhà 

khoa học trong công tác nghiên cứu sau này. 

Về ý nghĩa thực tiễn, đối với bài toán dầm thì với mô hình 3D tàu-ray-

nền được phát triển trong luận án có thể khảo sát được ảnh hưởng của khá 

nhiều thông số đến ứng xử của tàu cao tốc một cách chi tiết hơn mà các mô 

hình trước đây chưa khảo sát được. Điều này rất có ý nghĩa trong công tác thiết 

kế và bảo trì hệ thống tàu cao tốc trong thực tế. Đối với bài toán tấm, luận án 

phát triển phương pháp MEM cho các bài toán phân tích ứng xử của nhiều mô 
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hình tấm khác nhau bao gồm: tấm Mindlin, tấm composite, tấm vật liệu chức 

năng FGM và tấm nhiều lớp. Các kết quả phân tích trong luận án có đóng góp 

hữu ích trong công tác thiết kế thực hành và bảo trì các công trình giao thông và 

công trình khác liên quan đến tải trọng di chuyển.       

1.6 Phƣơng pháp nghiên cứu 

Phương pháp nghiên cứu trong luận án là phương pháp lý thuyết. Đối với 

bài toán dầm, mô hình 3D thân tàu, lực tương tác của bánh xe và ray, phương 

pháp MEM cho mô hình 3D ray-nền được thiết lập. Đối với bài toán tấm, cơ sở 

lý thuyết của phương pháp MEM cho mô hình tấm Mindlin, tấm composite và 

tấm FGM trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển được xây dựng. 

Tiếp theo, phương pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động (Multi-layer 

Moving Plate Method-MMPM) được phát triển cho bài toán phân tích ứng xử 

của tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak. Từ cơ sở lý thuyết được thiết 

lập ở trên, chương trình tính toán bằng ngôn ngữ lập trình Matlab được xây 

dựng và các ví dụ số khảo sát được thực hiện. 

 1.7 Đối tƣợng và phạm vi nghiên cứu 

 Bài toán dầm: phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element 

Method-MEM) được phát triển cho bài toán phân tích ứng xử của tàu cao tốc sử 

dụng mô hình 3D tàu-ray-nền. Hai ray được mô hình bằng hai dầm Euler-

Bernoulli đặt trên nền đàn nhớt. Tàu cao tốc được khảo sát trong trường hợp 

chuyển động đều và độ gồ ghề của ray được giả thuyết theo quy luật hình sin.    

 Bài toán tấm: phương pháp MEM được phát triển cho bài toán phân 

tích ứng xử của nhiều mô hình tấm khác nhau dựa trên lý thuyết tấm Mindlin và 

đặt trên nền đàn nhớt Pasternak. Tải trọng tác dụng lên tấm giả thuyết dưới 

dạng lực tập trung di chuyển và không xét đến độ gồ ghề của bề mặt tấm.  

1.8 Cấu trúc luận án 

Luận án có 5 chương gồm: Mở đầu, Cơ sở lý thuyết, Phương pháp phần 

tử chuyển động, Ví dụ số minh họa, Kết luận và hướng phát triển, phần Danh 

mục các công trình đã công bố, phần Danh mục tài liệu tham khảo và phần Phụ 

lục mã nguồn chính chương trình Matlab. Tổng cộng có 156 trang, trong đó có 

69 hình, 53 bảng biểu và các công thức tính toán. Phần phụ lục có 48 trang. 
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CHƢƠNG 2.  CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

2.1 Giới thiệu 

Chương này trình bày nội dung cơ sở lý thuyết của bài toán dầm áp dụng 

để phân tích ứng xử của tàu cao tốc và cơ sở lý thuyết của các bài toán tấm. 

2.2 Bài toán dầm chịu tải trọng di chuyển 

2.2.1  Mô hình 3D thân tàu 

Luận án phát triển mô hình 3D thân tàu cao tốc với tổng cộng 16 bậc tự 

do như thể hiện trên Hình 2.2. Vectơ chuyển vị tổng thể của mô hình 3D thân 

tàu được thiết lập như sau 

 
T

1 1 1 1 2 2 2 2               
x x z y x y x y

t c c c b b b b b w w w w w w w wy z R y z R R R y z R R y z R R=d              (2.1) 

Phương trình chuyển động tổng quát của mô hình 3D thân tàu được thiết 

lập dựa trên phương trình cân bằng và viết gọn lại ở dạng quen thuộc như sau 

t t t t t t t  M d C d K d P                  (2.18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.2. Mô hình 3D thân tàu: a) 

Mặt cắt dọc thân tàu; b) Mặt cắt 

ngang thân tàu; c) Mặt bằng thân tàu 
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2.2.2  Lực tương tác giữa bánh xe và ray 

Lực tương tác giữa bánh xe và ray được thể hiện trên Hình 2.3 bao gồm 

lực tương tác theo phương đứng và lực tương tác theo phương ngang. Lực 

tương tác Hertzian phi tuyến được sử dụng để mô hình tính toán lực tương tác 

theo phương đứng rj

wiF  giữa bánh xe thứ i  và ray thứ j  như sau 
2/3

khi

       khi

  0

0    0

H rj rjrj

wi

rj

K y y
F

y

   


 

                              (2.31) 

Lực tương tác theo phương ngang rj

wziF  giữa bánh xe thứ i và ray thứ j 

được sử dụng theo lý thuyết của Kalker 

11 12 12

rj rj rj

wzi zwi wifF f                     (2.35) 

2.2.3  Mô hình 3D ray-nền 

Hai ray được mô hình là hai dầm Euler-Bernoulli đặt trên nền đàn nhớt 

dưới tác dụng của các lực tương tác theo phương đứng và phương ngang của 

bánh xe như thể hiện trên Hình 2.5. Phương trình chuyển động tổng quát theo 

phương đứng và phương ngang của ray thứ ( 1 2)j j =   
được thiết lập như sau 

4 2
2

4 2
1

( )
rj rj rjv v v rj

rj rj rj rj ri wi
i

y y y
EI m c k y F x S

x t t




  
  

 
  

              (2.36)     

4 2
2

4 2
1

( )
rj rj rjh h h rj

rj rj rj rj rj wzi
i

z z z
EI m c k z F x S

x t t




  
    

  
                       (2.37) 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

Hình 2.3. Lực tương tác giữa bánh xe và ray      Hình 2.5. Mô hình 3D ray-nền 

2.3 Bài toán tấm chịu tải trọng di chuyển 

2.3.1 Lý thuyết của tấm Mindlin 

Theo lý thuyết tấm Mindlin, các đoạn thẳng vuông góc với mặt trung 

gian vẫn là thẳng trong quá trình biến dạng nhưng không còn là vuông góc với 
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mặt trung gian nữa. Các góc vuông này bị thay đổi một lượng đúng bằng biến 

dạng trượt trung bình gây ra bởi lực cắt. Như vậy, góc xoay tổng cộng của mặt 

cắt gồm hai phần: phần thứ nhất do độ võng của tấm khi các pháp tuyến vẫn 

còn vuông góc với mặt trung bình và phần thứ hai là do biến dạng trượt trung 

bình gây ra. Các thành phần chuyển vị u , v  và w  tại một điểm bất kì trong tấm 

theo lý thuyết tấm Mindlin được viết như sau 

0

0

0

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , )

x

y

u x y z u x y z x y

v x y z v x y z x y

w x y z w x y





 

 



                             (2.42) 

Nếu gọi xz  và yz  lần lượt là các thành phần biến dạng cắt của tấm thì 

các góc xoay của mặt trung hòa tấm quanh trục y  và trục x  lần lượt được xác 

định là 

0 0;x xz y yz

w w

x y
   

 
     

 
   (2.43) 

2.3.2  Mô hình nền đàn nhớt Pasternak 

Mô hình nền Winkler được sử dụng rộng rãi để mô hình nền đất, tuy 

nhiên hạn chế của mô hình nền Winkler là sự không liên tục trong chuyển vị 

của nền do sự làm việc độc lập của các lò xo. Mô hình nền Pasternak (mô hình 

nền hai thông số) phản ánh chính xác hơn chuyển vị của nền nhờ thiết lập sự 

liên kết giữa các lò xo bằng cách đề xuất lớp kháng cắt liên kết đỉnh của các lò 

xo. Phản lực của nền đàn nhớt Pasternak lên kết cấu tấm được thể hiện dưới 

dạng toán học (như được trình bày trong nhiều nghiên cứu: Atmane và cộng sự 

[46], Zenkour và Radwan [48]) là 
2

wf sf fp = k .w - k . w c .w      (2.46)           

trong đó 
T

2 2 2 2 2/ /x y        ; wfk
 
là thông số nền thứ nhất (hệ số độ 

cứng nền theo phương đứng); sfk  là thông số nền thứ hai (hệ số kháng cắt của 

lớp kháng cắt); fc  là hệ số cản của nền; w  và w  lần lượt là chuyển vị và vận 

tốc của chuyển vị. 

2.3.3 Tấm Mindlin trên nền đàn nhớt Pasternak 
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Hình 2.9 thể hiện mô hình tấm Mindlin trên nền đàn nhớt Pasternak chịu 

tải trọng P  di chuyển với vận tốc V  theo phương trục x . 

 
Hình 2.9. Tấm Mindlin trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

Trường chuyển vị tại một điểm bất kỳ trong mặt phẳng trục trung hòa của 

tấm Mindlin được cho bởi 
T

0 0 0 x yu v w     u              (2.47) 

Các thành phần chuyển vị u , v  và w  theo phương x , y  và z  tại một 

điểm bất kì trong tấm được biểu diễn thông qua trường chuyển vị tại điểm 

tương ứng trên trục trung hòa như sau 

0

0

0

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ,
2 2

( , , ) ( , )

x

y

u x y z u x y z x y
h h

v x y z v x y z x y x y z

w x y z w x y





 
  

      
  

 (2.48) 

Áp dụng nguyên lý công ảo, phương trình chuyển động của tấm Mindlin 

trên nền đàn nhớt Pasternak được thiết lập như sau 

 T T T T

T T 2 T T

( ) ( ) ( ) d d

d d d ( ) d

m mb m

m mb b

s

wf sf fw k w w k w w c w

   

   

 

   

   
  

    
     

        

 

   

D D

D D u mu

D

u b



   

    (2.60) 

trong đó  
T

0 0 ( ) ( 0) 0 0P x S y   b
 
là véc tơ tải trọng tác dụng lên tấm; 

m ,   và   lần lượt là các véc tơ biến dạng màng, biến dạng uốn và biến dạng 

cắt ; mD , mbD , bD  và sD  lần lượt là các ma trận vật liệu được cho bởi 

11 12/2 /2

552

12 22

44/2 /2

66

0
0

, , (1, , ) 0 d ; d
0

0 0

h h

m mb b s s

h h

Q Q
Q

z z Q Q z z
Q

Q


 

 
  

    
   

 D D D D      (2.52) 

c f c f c f

c f

c f

k wf k wf kwf

kwf

x,u

z,w

h

k wf

L

B

y,v

O

x


y

P
y

x x

y
x,u

z,w
y,v

O

P

ksf
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với hệ số hiệu chỉnh cắt 5 / 6s   và các hằng số vật liệu 
2

11 22 / (1 )Q Q E    , 2

12 / (1 )Q E   , 
44 55 66 / 2(1 )Q Q Q E     . 

2.3.4 Tấm composite trên nền đàn nhớt Pasternak 

Tấm composite được cấu tạo gồm nhiều lớp với góc   của hướng sợi 

khác nhau. Phương trình chuyển động của tấm composite trên nền đàn nhớt 

Pasternak chịu tải trọng P di chuyển được viết như sau 

 T T T T

T T 2 T T

( ) ( ) ( ) d d

d d d ( ) d

m mb m

m mb b

s

wf sf fw k w w k w w c w

   

   

 

   

   
  

    
     

        

 

   

D D

D D u mu

D

u b



   

  (2.65) 

trong đó các thông số được định nghĩa giống như công thức (2.60), điểm khác 

với tấm Mindlin là các ma trận hằng số vật liệu tấm composite được cho bởi 

1 111 12 16

2 55 45

12 22 26

1 1 45 44

16 26 66

, , (1, , ) d ; d
k k

k k

k

kz zn n

m mb b s s

k kz z

Q Q Q
Q Q

z z Q Q Q z z
Q Q

Q Q Q


 

 

 
  

    
  

 

  D D D D (2.66)

 

            

với 5 / 6s   là hệ số hiệu chỉnh cắt ; 
ijQ

 
là hằng số vật liệu chuyển đổi của 

lớp thứ k và được viết là (Reddy [74]) 

4 2 2 4

11 11 12 66 22

2 2 4 4

12 11 22 66 12

4 2 2 4

22 11 12 66 22

3 3

16 11 12 66 12 22 66

26 11 12 66

cos 2( 2 )sin cos sin

( 4 )sin cos (sin cos )

sin 2( 2 )sin cos cos

( 2 )sin cos ( 2 )sin cos

( 2 )

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q

   

   

   

   

   

    

   

     

   3 3

12 22 66

2 2 4 4

66 11 22 12 66 66

2 2

44 44 55

45 55 44

2 2

55 44 55

sin cos ( 2 )sin cos

( 2 2 )sin cos (sin cos )

cos sin

( )cos sin

sin cos

Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

   

   

 

 

 

  

     

 

 

 

 (2.64) 

2.3.5 Tấm FGM trên nền đàn nhớt Pasternak 
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Tấm vật liệu chức năng (Functionally Graded Material-FGM) phổ biến 

được cấu tạo bởi mặt trên là vật liệu giàu gốm và mặt dưới là vật liệu giàu kim 

loại. Các thuộc tính vật liệu của tấm FGM biến đổi một cách liên tục từ mặt 

giàu gốm đến mặt giàu kim loại theo hàm tỉ lệ thể tích tuân theo quy luật lũy 

thừa Power-Law được được thiết lập như sau 

( ) ( )( / 1 / 2)n

c m mE z E E z h E     

( ) ( )( / 1 / 2)n

c m mz z h        
(2.70) 

Phương trình chuyển động của tấm FGM trên nền đàn nhớt Pasternak là 

 T T T T

T T 2 T T

( ) ( ) ( ) d d

d d d ( ) d

m mb m

m mb b

s

wf sf fw k w w k w w c w

   

   

 

   

   
  

    
     

        

 

   

D D

D D u mu

D

u b



   

  (2.73) 

trong đó các ma trận hằng số vật liệu được trình bày như sau 

11 12/2 /2

552

12 22

44/2 /2

66

0
0

, , (1, , ) 0 d ; d
0

0 0

h h

m mb b s s

h h

Q Q
Q

z z Q Q z z
Q

Q


 

 
  

    
   

 D D D D  (2.74) 

với 2

11 ( ) / (1 )Q E z    , 2

12 ( ) / (1 )Q E z    , 44 55 66 ( ) / 2(1 )Q Q Q E z    

 
Ma trận khối lượng được m  được cho bởi 

  

/2

2/2

2

1 0 0 0

0 1 0 0

( ) d0 0 1 0 0

0 0 0

0 0 0

h

h

z

z

z z

z z

z z




 
 
 
 
 
 
  

m    (2.75) 

2.3.6 Tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak 

Hình 2.15 thể hiện mô hình tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak 

chịu tải trọng di chuyển. Tấm bên trên liên kết với tấm phía dưới thông qua lớp 

liên kết với hệ số độ cứng wck , hệ số kháng cắt sck
 
và hệ số cản cc . Tấm phía 

dưới đặt trên nền đất với hệ số độ cứng nền wfk , hệ số kháng cắt nền sfk  và hệ 

số cản nền fc . 



13 

 

 

Hình 2.15. Tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

Phương trình chuyển động của tấm bên trên được viết là 

 T T T T

T T 2 2 T T

( ) ( ) ( ) d d

( ) ( ) ( )

t t

t t t t

mt mbt mt

mt t t mbt bt t t t t t t

st t

t wc t b t t sc t b t t c t b t t t tw k w w d w k w w d w c w w d d

   

   

 

   

   
  

    
     

           

 

   

D D

D D u m u

D

u b



   



 

(2.78) 

Phương trình chuyển động của tấm phía dưới được cho bởi 

 T T T T

T T 2 2 T

T T 2 T

( ) ( ) ( ) d d

( ) ( ) ( )

)

b b

b b b

b b

mb mbb mb

mb b b mbb bb b b b b b b

sb b

b wc t b b b sc t b b b c t b b

b wf b b b sf b b b f b

w k w w d w k w w d w c w w d

w k w d w k w d w c w d

   

  

  

 

  

 

   
  

    
     

         

     

 

  

 

D D

D D u m u

D



   



0

b

b



 

 (2.79) 

trong đó ký hiệu „t‟ thể hiện tấm bên trên và ký hiệu „b‟ thể hiện cho tấm phía 

dưới;  
T

0 0 ( ) ( 0) 0 0t P x S y   b
 
là véc tơ tải trọng tác dụng lên tấm 

bên trên; ,t bm m
 
lần lượt là ma trận khối lượng của tấm bên trên và tấm phía 

dưới; mtD , mbtD , btD , stD  và mbD , mbbD , bbD , sbD  lần lượt là ma trận hằng số 

vật liệu của tấm bên trên và tấm phía dưới. 
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z

y

i

ii
z

 i
y

 j
y

j
z

zj

y
j

y

z

xy

x

F
w2

r j
F w1

r j

y

z

R x
Ry

R z
x

r

k 1V
c

1V
c1V k1V

y
w2

y w1

2lw

ymc ,I c
x

c

k2V c 2V

yb
Rb

z
m b ,I b

z

CHƢƠNG 3.   PHƢƠNG PHÁP PHẦN TỬ CHUYỂN ĐỘNG 

3.1 Giới thiệu 

Chương này trình bày nội dung xây dựng phương pháp phần tử chuyển 

động (Moving Element Method-MEM) cho bài toán phân tích ứng xử của tàu 

cao tốc sử dụng mô hình 3D tàu-ray-nền và các bài toán tấm Mindlin, tấm 

composite, tấm FGM, tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng 

di chuyển. 

3.2 Phƣơng pháp MEM cho bài toán phân tích ứng xử tàu cao tốc sử dụng 

mô hình 3D tàu-ray-nền 

Trong phương pháp MEM, một hệ tọa độ tương đối r  có gốc tọa độ 

chuyển động cùng tải trọng được sử dụng như thể hiện trên Hình 3.1.  

  

 

  

 

 

 

Hình 3.1. Hệ tọa độ chuyển động r    Hình 3.2. Phần tử thanh gồm 8 bậc tự do 

Phương trình chuyển động theo phương đứng và phương ngang của dầm 

ray thứ j được viết lại trong hệ tọa độ r  như sau 

4 22 2 2
2

4 2 2
1

2 ( )
rjv v v rjrj rj rj rj rj

rj rj rj rj rj wi

i

y y y y y y
EI m V V c V k y F r

r tr r t t r


   
   
   
   
    

     
      

     
  (3.6) 

4 22 2 2
2

4 2 2
1

2 ( )
rjh h h rjrj rj rj rj rj

rj rj rj rj rj wzi

i

z z z z z z
EI m V V c V k z F r

r tr r t t r


   
   
   
   
    


     

     
     

  (3.7) 

Dầm ray được rời rạc sử dụng phần tử thanh với 8 bậc tự do (Hình 3.2). 

Véc tơ chuyển vị nút của phần tử dầm ray thứ ( 1 2)j j    được trình bày là 

 
T

( )e v h

rj rj rjd d d                                                                  (3.14)               
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trong đó v h

rj rj,d d  lần lượt là véc tơ chuyển vị nút của của phần tử dầm theo 

phương đứng và phương ngang được cho bởi 

   
T T

;v z z h y y

rj i i j j rj i i j jy y z z    d d
 

  (3.15) 

với z y z y

i i i i j j j jy , z , , , y , z , ,     lần lượt là chuyển vị đứng, chuyển vị ngang và 

chuyển vị xoay quanh trục y  và trục z  tại nút i  và nút j  của phần tử.
 

Áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin và thực hiện phép biến 

đổi, phương trình vi phân chuyển động của phần tử dầm ray thứ ( 1 2)j j    
được viết gọn dưới dạng thường gặp như sau 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e e e e e

rj rj rj rj rj rj rj  M d C d K d P  (3.20) 

trong đó 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

; ; ;
0 0 0

v v v v

rj rj rj rje e e e

rj rj rj rjh h h h

rj rj rj rj

        
          
              

M C K P
M C K P

M C K P
 (3.21) 

với v

rjM , h

rjM , v

rjC , h

rjC , v

rjK , h

rjK , v

rjP , h

rjP
 
lần lượt là các ma trận khối lượng, 

ma trận cản, ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng của dầm ray thứ ( 1 2)j j    

với ký hiệu „ v ‟ thể hiện cho phương đứng và ký hiệu “ h ” thể hiện cho phương 

ngang. Các ma trận này lần lượt được trình bày như sau 

T

0

T

0

T T

,

0 0

T T

,

0 0

T 2 T T T

, , , ,

0 0 0 0

d

d

2 d d

2 d d

d d d d

L

v

rj rj v v

L

h

rj rj h h

L L

v v

rj rj v v r rj v v

L L

h h

rj rj h h r rj h h

L L L L

v v v v

rj rj v rr v rr rj v v rr rj v v r rj v v

h h

rj rj

m r

m r

m V r c r

m V r c r

EI r m V r c V r k r

EI





  

  

   







 

 

   

M N N

M N N

C N N N N

C N N N N

K N N N N N N N N

K
T 2 T T T

, , , ,

0 0 0 0
2

T

10
2

T

10

d d d d

( )d

( )d

L L L L

h h

h rr h rr rj h h rr rj h h r rj h h

L

v rj

rj v wi

i
L

h rj

rj h wzi

i

r m V r c V r k r

F r r

F r r









  





   





N N N N N N N N

P N

P N

 (3.22) 
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với  1 2 3 4v N N N NN  và  1 2 3 4h N N N NN  lần lượt là véc tơ các 

hàm dạng của thành phần chuyển vị theo phương đứng và phương ngang với 

( 1 4)iN i    lần lượt là các hàm dạng nội suy Hermitian; () ,r và (),rr  lần lượt là 

đạo hàm bậc nhất và bậc hai theo r . Chú ý rằng, trong phương pháp MEM thì 

vị trí của tải trọng là cố định trong hệ tọa độ r  và lực tương tác giữa bánh xe và 

ray được gán tại nút của lưới chia phần tử trong mô hình tính toán. Vì vậy, hầu 

hết các phần tử đều không tiếp xúc với tải trọng và các véc tơ tải trọng v

rjP  và 

h

rjP  là các véc tơ 0. 

Thực hiện ghép nối 2 dầm ray và mô hình 3D thân tàu ta được phương 

trình chuyển động tổng quát của mô hình 3D tàu-ray-nền như sau 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

0 0 0

r r r r r r r

r r r r r r r

t t t t t t t

            
            

              
                        

M d C d K d P

M d C d K d P

M d C d K d P

 (3.24) 

Công thức (3.24) được viết gọn lại dưới dạng quen thuộc như sau  

  Md Cd Kd P  (3.25) 

trong đó M , C , K  lần lượt là ma trận khối lượng tổng thể, ma trận cản tổng 

thể, ma trận độ cứng tổng thể của hệ thống 3D tàu-ray-nền. Véc tơ tải trọng 

tổng thể P  chỉ thành phần tại vị trí nút gán lực tương tác giữa bánh xe và ray là 

có giá trị khác 0 còn các thành phần khác có giá trị bằng 0.  

3.3 Phƣơng pháp MEM cho các bài toán tấm chịu tải trọng di chuyển 

3.3.1  Phần tử đẳng tham số 

Trong luận án này, phần tử tấm tứ giác 9 nút (Quadrilateral nine-node 

element - 9Q ) thuộc loại đẳng tham số (Izoparametric element) được sử dụng 

để mô hình hóa bài toán tấm như thể hiện trên Hình 3.3. Các hàm nội suy 

Lagrange ( 1 9)iN i  
 
được xác định bởi 

        

        

        

1 2 3

2 2

4 5 6

2 2 2 2

7 8 9

1 1 1
1 1 ; 1 1 ; 1 1 ;

4 4 4

1 1 1
1 1 ; 1 1 ; 1 1 ;

4 2 2

1 1
1 1 ; 1 1 ; 1 1

2 2

N N N

N N N

N N N

        

        

       

        

        

        

 
(3.26) 
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y

x

1

2

34

5

6

7

8 9









1(-1,-1) 2(1,-1)

3(1,1)4(-1,1)

5(0,-1)

9(0,0) 6(1,0)8(-1,0)

7(0,1)

(a) (b)

x,u

z,w
y,v

P r
s

x

y

3.3.2  Bài toán tấm Mindlin, tấm composite và tấm FGM trên nền đàn nhớt 

Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

Rời rạc hóa miền bài toán   thành 
eN  phần tử tứ giác 9 nút đẳng tham 

số 
9Q  sao cho ( )

1
e eN

e  
 
và ( ) ( )i j   , i j . Sử dụng hệ tọa độ 

chuyển động ( , )r s  có gốc tọa độ được tải trọng P  và chuyển động cùng vận 

tốc với tải trọng như thể hiện trên Hình 3.4.  

                                                                     

 

 

 
 

 

Hình 3.3. Phần tử tấm tứ giác 9 nút 9Q       
Hình 3.4. Rời rạc tấm thành 

eN  phần  

                    đẳng tham số                             tử và hệ tọa độ chuyển động ( , )r s  

Khi tải trọng chuyển động với vận tốc ban đầu 0V  và gia tốc a  thì mối 

quan hệ giữa hai hệ tọa độ được viết là 

2

0

1

2
r x V t at    (3.35) 

0

r
V at V

t


    


( )

 
(3.36) 

Sử dụng phép biến đổi tọa độ, phương trình vi phân chuyển động của 

phần tử tấm được thiết lập trong hệ tọa độ ( , )r s  như sau 

 

       

   

( )

( )

( ) ( ) ( )

T T T

2 2 2

T 2

2 2

T T 2 T

( ) ( ) ( ) d d

, , , ,
2 d d

, ,
d d d d d d

e

e

e e e

m mb m

m mb b

s

wf sf f

r s

r s r s r s r s
V V a r s

r r t r t

w r s w r s
w k w r s w k w r s w c V r s

t r

  



  





  

   
  
  
     

    
          

  
     

  







  

D D

D D

D

u u u u
u m



   



( )

T ( )d d
e

r,s r s


 u b

 (3.43) 
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Sử dụng các phương trình hàm dạng, phương trình chuyển động của phần 

tử tấm được viết gọn lại dưới dạng quen thuộc là 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e e e e e
M d + C d + K d = P  (3.49) 

trong đó ma trận khối lượng, ma trận cản, ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng 

của phần tử tấm chuyển động được thiết lập như sau 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) T

( ) T T

,

( ) T T T

2 T T

, ,

T

det d d

2 det d d det d d

( ) ( ) ( ) det d d

det d d det d d

det d d

e

e e

e

e e

e

e

r f w w

mm mb
e

m b s mb b b

s s

rr r

wf w w

V c

V a

k

 

   

 

   

 



 



 

  

    
   
      

 





 



 

M = m N N J

C m N N J N N J

D D
K D D J

D

m N N J m N N J

N N J



   



( ) ( )

( )

( )

T T

, ,

T

,

( ) T

( + )det d d

det d d

( )det d d

e e

e

e

sf w w rr w w ss

f w w r

e

k

c V

r,s

 

 

 

 











 





N N N N J

N N J

P N b J

 
(3.50) 

với  
T

( ) 0 0 ( ) ( 0) 0 0r,s P r s  b  là véc tơ tải trọng được biến đổi sang 

hệ tọa độ ( , )r s ; ,() r  
và ,() rr  lần lượt là đạo hàm bậc nhất, bậc hai theo r ; ,() ss  là 

đạo hàm bậc hai theo s . Trong phương pháp MEM thì vị trí của tải trọng là cố 

định trong hệ tọa độ ( , )r s  và được được gán tại nút của lưới chia phần tử. Do 

đó, hầu hết các phần tử đều không tiếp xúc với tải trọng và véc tơ tải trọng của 

phần tử ( )e
P

 
là véc tơ 0. 

Ghép nối các ma trận phần tử vào ma trận tổng thể, phương trình chuyển 

động tổng quát của tấm Mindlin được viết như sau 

Md + Cd + Kd = P  (3.52) 

trong đó d , d  và d  lần lượt là véc tơ gia tốc, vận tốc và chuyển vị tổng thể 

các nút của tấm; M , C , K  lần lượt là ma trận khối lượng, ma trận cản và ma 

trận độ cứng tổng thể của tấm Mindlin. Véc tơ tải trọng tổng thể P  của tấm chỉ 
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thành phần tại vị trí nút có gán tải trọng là khác 0 còn các thành phần khác có 

giá trị bằng 0. 

Đối với bài toán composite và tấm FGM trên nền đàn nhớt Pasternak 

chịu tải trọng di chuyển, các ma trận khối lượng, ma trận cản, ma trận độ cứng 

và véc tơ tải trọng của phần tử tấm chuyển động được thiết lập tương tự và trình 

bày giống như công thức (3.50). Tuy nhiên, điểm khác biệt với bài toán tấm 

Mindlin là ở các ma trận 
mD , 

mbD , 
bD  và 

sD  và ma trận khối lượng m  của vật 

liệu composite và vật liệu FGM. 

3.3.3 Tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

Phương pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động (Multi-layer Moving 

Plate Method-MMPM) sử dụng phần tử tứ giác 9 nút, 2 lớp có tổng cộng 90 bậc 

tự do như trên Hình 3.5. Véc tơ chuyển vị nút của phần tử tấm nhiều lớp là 

T
( )

1 1 1 1 1 18 18 18 18 18 90 1
...e

x y x yu v w u v w   


   d  (3.55) 

Sử dụng hệ tọa độ chuyển động và phép biến đổi tọa độ tương tự, phương 

trình chuyển động của phần tử tấm bên trên và phần tử tấm phía dưới được thiết 

lập trong hệ tọa chuyển động ( , )r s  là 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e e e e e

t t t t  M d C d K d P  (3.70) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e e e e e

b b b b  M d C d K d P
 

(3.71) 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.5. Tấm nhiều lớp và phần tử tứ giác 9 nút, 2 lớp gồm 90 bậc tự do 

Các ma trận khối lượng, cản và độ cứng của phần tử tấm bên trên được 

thiết lập như sau 
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 (3.72) 

Các ma trận khối lượng, cản và độ cứng của phần tử tấm phía dưới là 
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Các véc tơ tải trọng nút của phần tử tấm bên trên và phần tử tấm phía 

dưới là véc tơ 0 và lần lượt được viết là 

 

 

T( )

90 1

T( )

90 1

0 0 0 0 0 ... 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ... 0 0 0 0 0

e

t

e

b









P

P

 (3.74) 

Ma trận khối lượng, ma trận cản và ma trận độ cứng của phần tử tấm 

nhiều lớp chuyển động được thiết lập như sau 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

e e e

t b

e e e

t b

e e e

t b

e e e

t b

 

 

 

 

M M M

C C C

K K K

P P P

 (3.75) 

Ghép nối các ma trận phần tử vào ma trận tổng thể, phương trình chuyển 

động tổng quát của tấm nhiều lớp được cho bởi 

Md + Cd + Kd = P  (3.76) 

trong đó d , d  và d  lần lượt là véc tơ gia tốc, vận tốc và chuyển vị tổng thể 

các nút của tấm nhiều lớp; M , C , K  lần lượt là ma trận khối lượng, ma trận 

cản và ma trận độ cứng tổng thể của tấm nhiều lớp. Véc tơ tải trọng tổng thể P  

của tấm nhiều lớp chỉ thành phần tại vị trí nút của tấm bên trên có gán tải trọng 

là khác 0 còn các thành phần khác có giá trị bằng 0. 

3.4  Phƣơng pháp số Newmark và phƣơng pháp Newton-Raphson 

Phương trình vi phân chuyển động của dầm và tấm được giải bằng 

phương pháp số Newmark. Phương pháp Newton-Raphson được sử dụng để 

tuyến tính hóa lực tương tác phi tuyến giữa bánh xe và ray. 
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CHƢƠNG 4.     VÍ DỤ SỐ MINH HỌA 

4.1 Giới thiệu chƣơng 

Trong chương này, các ví dụ số minh họa áp dụng của phương pháp phần 

tử chuyển động (Moving Element Method-MEM) cho bài toán phân tích ứng 

xử của tàu cao tốc và các bài toán tấm được trình bày. 

4.2 Thuận lợi của phƣơng pháp MEM so với phƣơng pháp FEM 

Trước tiên, để kiểm chứng độ tin cậy của phương pháp MEM thì ứng xử 

của một dầm ray giả sử tuyệt đối trơn trên nền đàn nhớt chịu tải trọng di chuyển 

được khảo sát và so sánh với kết quả của Kenney [89] thể hiện trên Hình 4.1. 

Các kết quả khá trùng khớp với nhau thể hiện độ tin cậy của phương pháp. 

 

 

 

 

 

 

 

 Hình 4.1. Chuyển vị của ray dưới tác       Hình 4.6. Chuyển vị tại vị trí tải trọng   

dụng của tải trọng tập trung di chuyển                         theo thời gian 

Để minh họa tính hiệu quả của phương pháp MEM, bài toán phân tích 

ứng xử của dầm ray sử dụng hai phương pháp MEM và FEM được thực hiện và 

so sánh. Hình 4.6 thể hiện chuyển vị phía dưới vị trí tải trọng theo thời gian 

trong hai phương pháp với lưới chia phần tử khác nhau. Bảng 4.4 so sánh tổng 

thời gian phân tích trong phương pháp MEM và phương pháp FEM. Để kết quả 

đạt được chính xác thì phương pháp FEM cần đoạn dầm ray có chiều dài là 

30m với 300 phần tử (lưới chia phần tử 0.1m) và tổng thời gian phân tích là 

8.365s. Tuy nhiên, phương pháp MEM chỉ cần đoạn dầm ray có chiều dài 20m 

với 40 phần tử (lưới chia phần tử 0.5m) và tổng thời gian phân tích là 0.870s. 

Điều này thể hiện phương pháp MEM hiệu quả hơn so với phương pháp FEM.  
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Bảng 4.4. Thời gian phân tích của hai phương pháp FEM và MEM 

Phương 

pháp 

Chiều dài dầm 

ray (m) 

Kích thước 

phần tử (m) 
Số phần tử 

Thời gian 

phân tích (s) 

MEM 20
 

0.5 40 0.870 
FEM 30 0.5 60 1.177 

FEM 30 0.1 300 8.365 

4.3 Phân tích ứng xử của tàu cao tốc với mô hình 3D tàu-ray-nền 

Trong mục này, ngoài các thông số riêng được trình bày trong các bài 

toán, các thông số chung của tàu, ray và nền được sử dụng giống như thông số 

trong nghiên cứu của Jin và cộng sự [90]. 

4.3.1 Bài toán 1: Khảo sát sự hội tụ, ổn định và độ tin cậy của phương pháp 

Qua bài toán khảo sát sự hội tụ, hai ray có chiều dài 74mL   được rời 

rạc như thể hiện trên Hình 4.8, bước thời gian phân tích 0.0005st   và sai số 

cho phép 410   là đủ để đạt được nghiệm hội tụ và được sử dụng cho các bài 

toán khảo sát về sau. 

 

Hình 4.8. Mô hình rời rạc dầm ray sử dụng cho các bài toán khảo sát 

Hình 4.9 thể hiện chuyển vị theo thời gian tại bốn điểm tương tác trong 

trường hợp hai ray được giả thuyết là trơn ( 1 2 0t t

r ra a  ). Kết quả cho thấy 

chuyển vị của ray tại 4 điểm tương tác hội tụ và ổn định khá tốt, chỉ trừ khoảng 

thời gian 0.3s đầu thì chuyển vị chưa ổn định do các điều kiện ban đầu của bài 

toán. Tiếp theo, Bảng 4.15 trình bày so sánh kết quả tính toán chuyển vị của 

bánh xe và chuyển vị của ray tại 4 điểm tương tác trong mô hình 3D tàu-ray-
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nền (luận án) và trong mô hình 1D tàu-ray-nền (Koh và cộng sự [24]). Các kết 

quả khá trùng khớp với nhau thể hiện độ tin cậy của phương pháp.  

 

 

Hình 4.9. Chuyển vị tại bốn điểm tương tác trong trường hợp ổn định 

Bảng 4.15. So sánh chuyển vị tính toán từ mô hình 3D tàu-ray-nền (luận án) và 

mô hình 1D tàu-ray-nền (Koh và cộng sư [24]) 

Khoảng cách hai 

bánh xe lw (m) 
Chuyển vị (mm) 

Mô hình 3D 

(luận án) 

Mô hình 1D 

(Koh và cộng sự [24]) 

 
Bánh xe 

Bánh xe 1 1.6621 
1.6653 

 Bánh xe 2 1.6624 

4.8 
Chuyển 

vị của 

ray 

Điểm tương tác 1 1.6042 

1.6065 
 Điểm tương tác 2 1.6042 

 Điểm tương tác 3 1.6036 

 Điểm tương tác 4 1.6036 

4.3.2 Bài toán 2: Ảnh hưởng của vận tốc và độ nhám ray 

Hình 4.12 và Hình 4.13 lần lượt thể hiện hệ số động DAF tại 4 điểm 

tương tác khi thay đổi tỉ số biên độ nhám /1 2

t t

r ra a  và tỉ số bước sóng nhám 

1 2/t t

r r   của hai ray với ba trường hợp vận tốc tàu. Kết quả thể hiện ứng xử 

động của tàu tăng khi sự khác biệt của độ nhám hai ray tăng và vận tốc tàu lớn. 
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Hình 4.12. Hệ số động DAF khi thay đổi tỉ số biên độ nhám /1 2

t t

r ra a
 
với ba 

trường hợp vận tốc tàu: a) 50m/sV  , b) 70m/sV  , c) 90m/sV   

 

 

Hình 4.13. Hệ số động DAF khi thay đổi tỉ số bước sóng độ nhám 1 2/t t

r r   với 

ba trường hợp vận tốc tàu: a) 50m/sV  , b) 70m/sV  , c) 90m/sV   
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4.3.3 Bài toán 3: Khảo sát ảnh hưởng của vận tốc và độ cứng đất nền 

Hình 4.14 thể hiện hệ số động DAF tại 4 điểm tương tác khi thay đổi tỉ 

số độ cứng đất nền 1 2/v v

r rk k  trong ba trường hợp của vận tốc tàu. Kết quả cho 

thấy ứng xử động của tàu tăng khi tỉ số độ cứng đất nền tăng, đặc biệt trong 

trường hợp vận tốc tàu lớn. Có thể rút ra nhận xét như sau: sự khác nhau của 

thông số của hai ray và vận tốc tàu ảnh hưởng lớn đến ứng xử của tàu cao tốc. 

Điểm mới của mô hình 3D tàu-ray-nền trong luận án là khảo sát được ảnh 

hưởng của sự khác nhau của hai ray đến ứng xử của tàu cao tốc mà các mô hình 

trước đây chưa khảo sát được.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.14. Hệ số động DAF khi thay đổi tỉ số độ cứng nền 1 2/v v

r rk k  với ba 

trường hợp vận tốc của tàu: a) 50m/sV  , b) 70m/sV  , c) 90m/sV   

4.4 Tấm Mindlin trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

Trong mục này, thông số vật liệu chung của tấm được sử dụng như sau: 

môđun đàn hồi 1 203.1 10 N/mE   , hệ số Poisson 0.3  , khối lượng riêng trên 

đơn vị thể tích 2440   kg/m
3
.  

 

/1 2

v v

r rk k /1 2

v v

r rk k

/1 2

v v

r rk k
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4.4.1  Bài toán 1: Ứng xử tĩnh và dao động của tấm 

Sự hội tụ và độ tin cậy của phương pháp MEM cho bài toán phân tích 

ứng xử tĩnh và dao động của tấm Mindlin trên nền Pasternak được thực hiện. 

Các kết quả tính toán chuyển vị và tần số dao động của tấm khá trùng khớp với 

các kết quả đã được công bố của Tai và cộng sự [91]. 

4.4.2  Bài toán 2: Tấm Mindlin dưới tác dụng của tải trọng chuyển động đều 

4.4.2.1 Kiểm chứng độ tin cậy của phương pháp 

Xét tấm Mindlin có chiều dài L , rộng 10mB   và dày 0.3mh   với hai 

cạnh ngắn có biên tựa cố định và hai cạnh dài có biên tự do đặt trên nền đàn hồi 

có độ cứng 7 31 1 N/m0wfk   , hệ số kháng cắt 0N/msfk 
 

và hệ số cản 

3N /0 s mfc  . Tấm chịu tải trọng tập trung 310 NP   chuyển động đều với vận 

tốc 20m/sV   theo phương  x của tấm. Để mô hình tấm có chiều dài vô hạn thì 

chiều dài của tấm trong mô hình tính toán sử dụng phương pháp MEM phải đủ 

lớn để đảm bảo sự hội tụ tốt của kết quả. Thông qua bài toán khảo sát thì với 

chiều dài tấm 30mL  và mức lưới chia 30 10  phần tử thì đủ cho kết quả 

chuyển vị hội tụ. Hình 4.17 thể hiện chuyển vị của tấm theo phương x khi tải 

trọng đặt tại tâm tấm. Hình 4.18 thể hiện phối cảnh 3D chuyển vị của tấm. Kết 

quả tính toán trùng khớp với kết quả đã được công bố của Huang và 

Thambiratnam [14] sử dụng phương pháp dãy hữu hạn (Finite Strip Method) và 

điều này thể hiện độ tin cậy của phương pháp. 

    

 

 

 

     

       

      Hình 4.17. Chuyển vị của tấm theo      Hình 4.18. Phối cảnh 3D chuyển vị 

   phương x khi tải trọng đặt tại tâm tấm 
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4.4.2.2 Ảnh hưởng của thông số nền Pasternak đến ứng xử của tấm 

Tiếp theo, bài toán khảo sát ảnh hưởng của hệ số độ cứng nền wfk  và hệ 

số kháng cắt nền sfk
 
đến ứng xử của tấm được thực hiện. Trong bài toán này, 

hệ số độ cứng nền được thay đổi từ 7 31 10 N/mwfk    đến 7 310 10 N/mwfk   , 

hệ số kháng cắt của nền được thay đổi từ 110 N/msfk   đến 910 N/msfk   và hệ 

số cản của nền giữ không đổi là 4 31 10 Ns/mfc   . Hình 4.19 và Hình 4.20 lần 

lượt thể hiện chuyển vị của tấm khi hệ số độ cứng nền wfk
 
và hệ số kháng cắt 

nền sfk
 
thay đổi. Khuynh hướng chung là khi hệ số độ cứng và hệ số kháng cắt 

nền tăng thì chuyển vị của tấm giảm. Tuy nhiên, hệ số kháng cắt nền có ảnh 

hưởng làm giảm chuyển vị của tấm đáng kể khi hệ số kháng cắt lớn hơn giá trị 

của hệ số độ cứng nền ( )sf wfk k .  

  

 
 

 

 
 

 

 
 

Hình 4.19. Chuyển vị tấm khi hệ số độ       Hình 4.20. Chuyển vị của tấm khi hệ 

                cứng nền thay đổi                                số kháng cắt nền thay đổi 

4.4.2.3 Ảnh hưởng của chiều dày tấm đến ứng xử của tấm 

Trong mục này, kết quả tính toán chuyển vị theo lý thuyết tấm Mindlin 

và theo lý thuyết tấm Kirchhoff khi thay đổi chiều dày tấm được thực hiện và 

trình bày trên Hình 4.22. Kết quả thể hiện, chuyển vị của tấm tiến đến gần nhau 

ở hai trường hợp lý thuyết tấm khi chiều dày của tấm nhỏ ( 0.25m)h  . Tuy 

nhiên, khi chiều dày của tấm tăng ( 0.25m)h 
 
thì chuyển vị của tấm trong 

trường hợp sử dụng lý thuyết tấm Mindlin lớn hơn khi sử dụng lý thuyết tấm 

Kirchhoff và sự chênh lệch chuyển vị giữa hai lý thuyết tấm càng tăng khi 

chiều dày của tấm tăng. Ứng xử này của tấm phù hợp với nhận xét trong tài liệu 

của Reddy [64]. 
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Hình 4.22. Chuyển vị tại tâm tấm khi chiều dày tấm thay đổi 

4.4.2.4 Ảnh hưởng của vận tốc và hệ số cản nền đến ứng xử của tấm 

Hình 4.23(a) và Hình 4.23(b) lần lượt thể hiện chuyển vị của tấm khi vận 

tốc của tải trọng thay đổi trong hai trường hợp hệ số cản nền 4 31 10 Ns/mfc    

và 6 31 10 Ns/mfc   . Kết quả thể hiện, khi hệ số cản nền nhỏ 

4 3( 1 10 Ns/m )fc    thì chuyển vị của tấm tăng khi vận tốc của tải trọng tăng. 

Cụ thể, chuyển vị tại tâm tấm tăng từ 34.7272 10 mm  đến 35.0174 10 mm  

khi vận tốc của tải trọng tăng từ =20m/sV  đến =120m/sV . Khi hệ số cản nền 

lớn 6 3( 1 10 Ns/m )fc    thì ứng xử của tấm có xu hướng ngược lại tức là 

chuyển vị giảm từ 34.3315 10 mm  đến 32.0936 10 mm  khi vận tốc tăng từ 

=20m/sV  đến =120m/sV và hình dạng của đường chuyển vị không còn đối 

xứng. 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                        (b) 

 Hình 4.23. Chuyển vị của tấm khi vận tốc của tải trọng thay đổi: (a) Hệ số cản 

nền 4 31 10 Ns/mfc   ; (b) Hệ số cản nền 6 31 10 Ns/mfc      
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4.4.3  Bài toán 3: Tấm Mindlin chịu tải trọng chuyển động có gia tốc 

Trong bài toán này, ứng xử của tấm chịu tải trọng chuyển động có gia tốc 

được khảo sát. Xét tấm chịu tác dụng của tải trọng 310 NP   chuyển động với 

gia tốc 2100m/sa   từ vận tốc ban đầu 
0 0m/sV  . Lưu ý rằng, trong bài toán tải 

trọng chuyển động có gia tốc thì bước thời gian tính toán trong phương pháp 

Newmark có ảnh hưởng đến sự hội tụ của kết quả và qua bài toán khảo sát thì 

với bước thời gian 0.0025st   và sai số cho phép 210   thì đủ để kết quả 

chuyển vị hội tụ. Hình 4.25 thể hiện chuyển vị của tấm tại thời điểm 0.565st   

ứng với quãng đường di chuyển được của tải trọng là 16mS   và thời điểm 

1.131st   ứng với quãng đường di chuyển được của tải trọng là 64mS  . Kết 

quả thể hiện chuyển vị của tấm tăng dần khi khoảng cách tăng. Điều này có thể 

giải thích như sau: khi tải trọng di chuyển có gia tốc thì vận tốc sẽ tăng theo 

thời gian di chuyển và làm chuyển vị tăng. Kết quả tính toán khá trùng khớp 

với kết quả của Huang và Thambiratnam [15]. 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.25. Chuyển vị của tấm chịu tải trọng chuyển động có gia tốc 

4.4.4 Bài toán 4: Tấm Mindlin dưới tác dụng tải trọng điều hòa di chuyển 

Hình 4.27 thể hiện chuyển vị tại tâm tấm chịu tải trọng điều hòa  

05000sin( )NP t  di chuyển khi vận tốc của tải trọng thay đổi trong hai trường 

hợp hệ số cản của nền 4 3N10 s/mfc   và 5 310 Ns/mfc  . Kết quả thể hiện, khi 

hệ số cản nền nhỏ 4 3Ns( 0 )m1 /fc   thì chuyển vị của tấm tăng khi vận tốc của 

tải trọng tăng và xuất hiện hai điểm cực trị tại hai giá trị vận tốc tới hạn xảy ra 

hiện tượng cộng hưởng. Khoảng cách giữa hai giá trị vận tốc tới hạn xảy ra hiện 
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tượng cộng hưởng tăng khi tần số dao động 
0  của tải trọng tăng. Hai giá trị 

vận tốc tới hạn trên khá trùng khớp đề xuất trong nghiên cứu của Kim và 

Roesset [8]. Ngược lại, trong trường hợp hệ số cản nền lớn 5 3( 10 Ns/m )fc   thì 

chuyển vị của tấm giảm đều khi vận tốc của tải trọng tăng và không xuất hiện 

điểm cực trị.  

 

                              (a)                                                                (b) 

Hình 4.27. Chuyển vị tại tâm tấm khi vận tốc và tần số dao động của tải trọng 

thay đổi: (a) Hệ số cản 4 31 10 Ns/mfc   ; (b) Hệ số cản 5 31 10 Ns/mfc        

4.4.5  Bài toán 5: Tấm Mindlin chịu các mô hình tải trọng khác nhau 

Trong một số nghiên cứu trước đây, tải trọng của xe tác dụng lên nền 

đường thường được mô hình là một tải trọng tập trung đơn giản di chuyển trên 

tấm. Tuy nhiên, trong thực tế tải trọng của xe được phân phối tại bánh xe và tác 

dụng tại các bánh xe lên tấm. Hình 4.30 so sánh chuyển vị của tấm với hai mô 

hình tải trọng: một lực tập trung và bốn lực tập trung.  

 

 

 

 

 

 

 

   

           Hình 4.30. Chuyển vị của tấm            Hình 4.32. Phối cảnh 3D chuyển vị  
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Hình 4.32 thể hiện phối cảnh 3D chuyển vị của tấm dưới tác dụng của 

mô hình bốn lực tập trung. Kết quả thể hiện chuyển vị trong mô hình tải trọng 

một lực tập trung (tải trọng toàn bộ xe) khác nhiều với chuyển vị trong mô hình 

bốn lực tập trung (tải trọng phân bố về các bánh xe) và không phản ánh đúng 

thực tế. Do đó, trong các bài toán thiết kế cần sử dụng mô hình tải trọng toàn bộ 

xe giống thực tế để đạt được kết quả chính xác và phù hợp với thực tế.   

4.5 Tấm composite trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

4.5.1  Bài toán 1: Phân tích tĩnh và dao động của tấm composite 

Bảng 4.30 trình bày kết quả tính toán của chuyển vị không thứ nguyên 
3 4

2100 ( / 2, / 2) / ( )w w L L E h qL  tại tâm tấm composite tựa đơn bốn cạnh chịu 

tải trọng phân bố đều q=1N/m
2
. Bảng 4.31 trình bày kết quả tần số dao động 

không thứ nguyên với dạng dao động thứ nhất 2

2( / ) /L h E  
 
của tấm 

composite. Kết quả tính toán khá trùng khớp với kết quả đã được công bố của 

Reddy [74] thể hiện độ tin cậy của phương pháp.  

Bảng 4.30. Độ võng không thứ nguyên 3 4

2100 ( / 2, / 2) / ( )w w L L E h qL tại tâm 

tấm composite chịu tải trọng phân bố đều 

Số lớp L/h 

 Phương pháp  Sai 

khác  

(%) 

MEM 

(12x12) 

MEM 

(16x16) 

MEM 

(20x20) 

MEM 

(24x24) 

Reddy 

[74] 

00/900/00 
10 1.0225 1.0222 1.0221 1.0220 1.0219 0.009% 

20 0.7568 0.7570 0.7570 0.7571 0.7572 0.013% 
100 0.6688 0.6692 0.6694 0.6695 0.6697 0.029% 

00/900 

/900/00 

10 1.0255 1.0252 1.0251 1.0251 1.0250 0.009% 
20 0.7688 0.7690 0.7691 0.7692 0.7694 0.025% 

100 0.6820 0.6826 0.6829 0.6830 0.6833 0.043% 

Bảng 4.31. Tần số dao động không thứ nguyên với dạng dao động thứ nhất 
2

2( / ) /L h E    của tấm composite 

Hướng 

sợi 
1 2/E E

 

 Phương pháp  
Sai khác 

(%) 
MEM 

(12x12) 

MEM 

(16x16) 

MEM 

(20x20) 

MEM 

(24x24) 

Reddy 

[74] 

00/900 

/900/00 

10 8.2982 8.2981 8.2981 8.2981 8.2982 0.001% 
20 9.5671 9.5671 9.5671 9.5671 9.5671 0.000% 
30 10.3259 10.3258 10.3258 10.3258 10.3260 0.002% 
40 10.8540 10.8539 10.8539 10.8539 10.8540 0.001% 
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4.5.2  Bài toán 2: Ứng xử của tấm composite chịu tải trọng di chuyển 

Hình 4.34 thể hiện chuyển vị của tấm composite trên nền đàn hồi chịu tải 

trọng 410 NP   di chuyển với vận tốc 40m/sV  . Hệ số độ cứng đất nền không 

thứ nguyên được kí hiệu là 
4 3

2/wf wfK k L E h . Kết quả tính toán khá trùng khớp 

với kết quả đã được công bố của Phung-Van và cộng sự [42] thể hiện độ tin cậy 

của phương pháp.   

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.34. Chuyển vị của tấm composite chịu tải trọng di chuyển 

4.5.3 Bài toán 3: Ảnh hưởng của các thông số đến ứng xử của tấm composite 

Bảng 4.33 và Bảng 4.34 trình bày chuyển vị tại tâm tấm composite khi 

vận tốc của tải trọng và góc hướng sợi thay đổi trong trường hợp các lớp sắp 

xếp đối xứng và không đối xứng. Kết quả thể hiện, chuyển vị của tấm trong 

trường hợp các lớp không đối xứng nhỏ hơn trong trường hợp các lớp đối xứng 

và chuyển vị của tấm tăng khi vận tốc của tải trọng tăng. Chuyển vị nhỏ nhất 

xảy ra trong trường hợp các lớp của tấm composite sắp xếp không đối xứng và 

hướng của góc sợi là 0
0
/90

0
/0

0
/90

0
 hoặc 90

0
/0

0
/90

0
/0

0
.   

Bảng 4.33. Chuyển vị tại tâm tấm composite khi vận tốc và góc sợi thay đổi 

trong trường hợp các lớp đối xứng 

  210 mm   

Sắp xếp các lớp 
Vận tốc tải trọng 

40m/s 80m/s 120m/s 160m/s 

Đối 

xứng 

0
0
/90

0
/90

0
/0

0
 -3.1021 -3.1086 -3.1196 -3.1354 

30
0
/-60

0
/-60

0
/30

0
 -3.1150 -3.1272 -3.1481 -3.1792 

45
0
/-45

0
/-45

0
/45

0
 -3.1676 -3.1845 -3.2140 -3.2582 

60
0
/-30

0
/-30

0
/60

0
 -3.1888 -3.2086 -3.2432 -3.2951 

90
0
/0

0
/0

0
/90

0
 -3.1745 -3.1948 -3.2301 -3.2825 
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Bảng 4.34. Chuyển vị tại tâm tấm composite khi vận tốc và góc sợi thay đổi 

trong trường hợp các lớp không đối xứng 

  210 mm   

Sắp xếp các lớp 
Vận tốc tải trọng 

40m/s 80m/s 120m/s 160m/s 

Không 

đối 

xứng 

0
0
/90

0
/0

0
/90

0
 -2.9131 -2.9227 -2.9392 -2.9631 

30
0
/-60

0
/30

0
/-60

0
 -2.9438 -2.9563 -2.9780 -3.0101 

45
0
/-45

0
/45

0
/-45

0
 -2.9505 -2.9639 -2.9873 -3.0219 

60
0
/-30

0
/60

0
/-30

0
 -2.9438 -2.9563 -2.9780 -3.0101 

90
0
/0

0
/90

0
/0

0
 -2.9131 -2.9227 -2.9392 -2.9631 

4.6 Tấm FGM trên nền đàn nhớt chịu tải trọng di chuyển 

4.6.1  Bài toán 1: Phân tích tĩnh và dao động của tấm FGM 

Bảng 4.38 trình bày kết quả tính toán chuyển vị không thứ nguyên 
3( / 2, / 2) mw w L B E h    tại tâm tấm vật liệu chức năng FGM tựa đơn bốn 

cạnh chịu tải trọng phân bố đều q. Bảng 4.39 trình bày tần số dao động riêng 

không thứ nguyên 2 2 2 4 212(1 ) c cL B E h      của tấm FGM. Kết quả tính 

toán hội tụ tốt và khá trùng khớp với kết quả đã được công bố của các tác giả 

khác. Điều này thể hiện độ tin cậy của phương pháp. 

Bảng 4.38. Hội tụ của chuyển vị không thứ nguyên 3( / 2, / 2) mw w L B E h    tại 

tâm tấm FGM theo lưới chia phần tử 

Lưới chia 
Chỉ số tỉ lệ thể tích n   

Ceramic 0.5 1 2 Metal 

MEM (6×6) 0.0248 0.0308 0.0339 0.0369 0.0533 

MEM (10×10) 0.0248 0.0308 0.0339 0.0369 0.0533 

MEM (16×16) 0.0248 0.0308 0.0339 0.0369 0.0533 

MEM (20×20) 0.0248 0.0308 0.0339 0.0369 0.0533 

Ferreira và cộng sự [93] 0.0247 0.0313 0.0351 0.0388 0.0534 

Sai khác (%) 0.40% 1.59% 3.41% 4.89% 0.18% 
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Bảng 4.39. Hội tụ của tần số dao động tự nhiên không thứ nguyên 
2 2 2 4 212(1 ) c cL B E h       của tấm FGM theo lưới chia phần tử 

Lưới chia 
Chỉ số tỉ lệ thể tích n  

Ceramic 0.5 1 2 Metal 

MEM (6×6) 1.7684 1.6128 1.5518 1.4997 1.2724 

MEM (10×10) 1.7679 1.6124 1.5514 1.4994 1.2721 

MEM (16×16) 1.7679 1.6124 1.5513 1.4993 1.2720 

MEM (20×20) 1.7679 1.6124 1.5513 1.4993 1.2720 

Uymaz và Aydogdu [44] 1.7748 1.6031 1.4764 1.4628 1.2721 

Sai khác % 0.38% 0.58% 5.07% 2.49% 0.01% 

4.6.2 Bài toán 2: Ảnh hưởng của các thông số đến ứng xử của tấm FGM 

Hình 4.36 và Hình 4.37 lần lượt thể hiện chuyển vị của tấm FGM khi chỉ 

số tỉ lệ thể tích thay đổi: 1 0n  (gốm), 2 5n  , 3 10n  , 4 100n  , 5n   (kim loại) 

và tỉ số môđun đàn hồi m cE E  thay đổi. Kết quả thể hiện chuyển vị của tấm 

tăng khi hệ số tỉ lệ thể tích n  tăng và ngược lại chuyển vị tấm giảm khi tỉ số 

môđun đàn hồi m cE E  tăng. Điều này có thể giải thích như sau: khi 1 0n   tấm 

có chuyển vị nhỏ do lúc này vật liệu gốm có mô đun đàn hồi của vật liệu lớn 

chiếm ưu thế trong tấm. Khi 5n    lúc này chuyển vị của tấm tăng do vật liệu 

kim loại có mô đun đàn hồi vật liệu nhỏ chiếm ưu thế trong tấm.  

 

 

 

 

 

 

Hình 4.36. Chuyển vị của tấm FGM khi    Hình 4.37. Chuyển vị của tấm FGM  

             thay đổi hệ số tỉ lệ thể tích n                       khi thay đổi tỉ số m cE E  
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4.7 Tấm nhiều lớp trên nền đàn nhớt Pasternak chịu tải trọng di chuyển 

4.7.1 Bài toán 1: Kiểm chứng độ tin cậy của phương pháp 

Đầu tiên bài toán khảo sát sự hội tụ và độ tin cậy của chuyển vị tại tâm 

tấm hai lớp trên nền đàn nhớt chịu tải trọng phân bố được thực hiện. Xét tấm 

vuông hai lớp có kích thước giống nhau (chiều dài 30mL  , chiều rộng 

30mB  , chiều dày 0.3mh  ) chịu tải trọng phân bố đều 4 210 N/mq  . Do bài 

toán phân tích ứng xử của tấm hai lớp chưa được thực hiện trước đây, để kiểm 

chứng độ tin cậy của phương pháp, bài toán khảo sát chuyển vị của tấm hai lớp 

chịu tải trọng phân bố đều với độ cứng của nền lớp phía dưới wfk  tăng dần. Khi 

độ cứng đất nền lớp phía dưới rất lớn (trong luận án này là 20 31 10 N/mwfk   ) 

thì nền được giả thuyết như tuyệt đối cứng và lúc này chuyển vị của tấm phía 

dưới tiến đến 0 và chỉ còn lại chuyển vị của tấm bên trên. Bảng 4.44 thể hiện 

hội tụ của chuyển vị tại tâm tấm bên trên và tâm tấm phía dưới theo lưới chia 

phần tử khi thay đổi độ cứng của đất nền wfk . Kết quả tính toán từ phương 

pháp tấm nhiều lớp chuyển động MMPM trong luận án được so sánh với kết 

quả tính toán từ phần mềm Sap2000. Các kết quả khá tương đồng với nhau và 

điều này thể hiện sự tin cậy của phương pháp. 

Bảng 4.44. Hội tụ của chuyển vị tại tâm tấm trên và tấm dưới theo lưới chia 

phần tử khi thay đổi độ cứng nền  

Độ cứng 

nền wfk

(N/m
3
) 

Phương pháp 
Lưới phần tử  

    6x6 10x10 20x20 30x30 40x40 

1x10
7
 MMPM Tấm trên 2.3871 2.3054 2.2829 2.2804 2.2798 

Tấm dưới 1.2397 1.1883 1.1741 1.1725 1.1720 

1x10
10

 MMPM Tấm trên 1.1420 1.0917 1.0806 1.0794 1.0792 
Tấm dưới 0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 

1x10
20

 MMPM 

Tấm trên 1.1407 1.0905 1.0794 1.0782 1.0780 

Tấm dưới 
1.12 

x10
-13 

1.02 

x10
-13

 

1.07 

x10
-13

 

1.07 

x10
-13

 

1.07 

x10
-13

 

 
Sap2000 

Một tấm 

trên 
1.0731 1.0750 1.0771 1.0779 1.0779 
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4.7.2  Bài toán 2: Ứng xử của tấm nhiều lớp khi chiều dày các lớp thay đổi 

Trong bài toán này, ứng xử của tấm nhiều lớp khi thay đổi chiều dày các 

lớp được khảo sát. Tấm chịu tác dụng của tải trọng 510 NP   di chuyển trên 

trục qua trọng tâm theo phương dài của tấm với vận tốc 20m/sV  . Hình 4.39 

thể hiện ảnh hưởng của chiều dày tấm bên trên và chiều dày tấm phía dưới đến 

chuyển vị tại tâm tấm. Hình 4.42 thể hiện phối cảnh 3D chuyển vị của hai tấm 

khi tải trọng đặt tại tâm của tấm. Khuynh hướng chung là chuyển vị của hai tấm 

giảm khi chiều dày của tấm bên trên hoặc tấm phía dưới tăng. Tuy nhiên, chiều 

dày của tấm bên trên có ảnh hưởng làm giảm chuyển vị nhiều hơn chiều dày 

của tấm phía dưới. 

  

 

 

 

  

 

 

Hình 4.39. Chuyển vị tại tâm của hai tấm khi chiều dày của tấm bên trên và 

chiều dày của tấm phía dưới thay đổi 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.42. Phối cảnh 3D chuyển vị của tấm trên và tấm dưới 
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4.7.3 Bài toán 3: Ứng xử của tấm nhiều lớp khi độ cứng nền và lớp liên kết 

thay đổi 

Hình 4.43 thể hiện chuyển vị tại tâm của hai tấm khi độ cứng nền wfk
 
và 

độ cứng lớp liên kết 
wck  thay đổi. Xu hướng chung, khi độ cứng của nền và lớp 

kiên kết tăng thì chuyển vị của hai tấm đều giảm. Tuy nhiên, khi độ cứng của 

lớp liên kết tăng thì chuyển vị của hai tấm tiến đến bằng nhau. Điều này khá 

phù hợp trong thực tế vì khi độ cứng lớp liên kết tăng đến giá trị đủ lớn thì hai 

tấm làm việc giống như một tấm nên chuyển vị tiến đến bằng nhau. 

  

Hình 4.43. Chuyển vị tại tâm của tấm bên trên và tấm phía dưới khi hệ số độ 

cứng nền wfk  và độ cứng lớp liên kết wck  thay đổi 

4.8 Kết luận chƣơng 4 

Trong chương này, các ví dụ số về áp dụng của phương pháp phần tử 

chuyển động (Moving Element Method-MEM) cho bài toán phân tích ứng xử 

của tàu cao tốc sử dụng mô hình 3D tàu-ray-nền và các bài toán phân tích ứng 

xử của các mô hình tấm khác nhau được trình bày. Ưu điểm và độ tin cậy của 

phương pháp MEM được khảo sát và kiểm chứng. 
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CHƢƠNG 5.     KẾT LUẬN VÀ HƢỚNG PHÁT TRIỂN 

Qua các kết quả đạt được trong luận án, một số kết luận được rút ra và đề xuất 

hướng phát triển của luận án được trình bày sơ lược như sau 

5.1 Kết luận 

1. Luận án đã phát triển được phương pháp phần tử chuyển động áp dụng 

cho bài toán phân tích ứng xử của tàu cao tốc với mô hình không gian 

ba chiều đầy đủ gồm có tàu-ray-nền. Phương pháp này được thiết lập 

cho mô hình 2 dầm đường ray chịu tác dụng của thân tàu di chuyển với 

mô hình không gian. Với phương pháp được phát triển trong luận án, 

bài toán này đã được giải quyết với khá nhiều thông số ảnh hưởng đến 

ứng xử của tàu cao tốc đều được khảo sát chi tiết. Điểm khác biệt trong 

phần này là mô hình 3D tàu-ray-nền đã khảo sát được ảnh hưởng chi 

tiết hơn mà các mô hình 1D tàu-ray-nền trong các nghiên cứu trước đây 

không thể khảo sát được. 

2. Luận án đã xây dựng được phương pháp phần tử chuyển động áp dụng 

cho một số bài toán tấm trên nền đàn nhớt chịu tải di động. Các kết cấu 

tấm được đề cập trong luận án là tấm dày Mindlin, tấm vật liệu 

composite, tấm vật liệu chức năng với phần tử tấm chuyển động được 

áp dụng để giải quyết. Ngoài ra, với bài toán tấm nhiều lớp trên nền đàn 

nhớt chịu tải di động, luận án cũng thiết lập được phần tử tấm nhiều lớp 

chuyển động (Multi-layer Moving Plate Method-MMPM) để giải quyết 

bài toán này. Phương pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động đã khảo 

sát được ứng xử đồng thời của mô hình tấm nhiều lớp mà các nghiên 

cứu trước đây chưa thực hiện được. Các công thức chi tiết, thuật toán 

giải quyết và tiến hành phân tích tích số đều đã được thực hiện. Hầu hết 

các thông số vật lý quan trọng ảnh hưởng đến ứng xử động của tấm 

được phân tích rõ ràng và độ chính xác của phương pháp này cũng 

được thể hiện rõ.  

3. Phương pháp phần tử chuyển động được xây dựng và phát triển trong 

luận án có những ưu điểm như sau: một là, khắc phục được khó khăn 
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của phương pháp phần tử hữu hạn truyền thống về việc tải trọng di 

chuyển đến biên của mô hình tính toán trong các bài toán liên quan đến 

tải trọng di chuyển trên kết cấu có chiều dài lớn (được giả thuyết là vô 

hạn); hai là, tải trọng sẽ cố định trong lưới chia phần tử chuyển động 

nên tránh được việc phải cập nhật vị trí của tải trọng theo bước thời 

gian; ba là, mô hình kết cấu có thể rời rạc với lưới chia không đều 

nhau; bốn là, số lượng các phần tử trong phương pháp phần tử chuyển 

động không phụ thuộc vào quãng đường di chuyển của tải trọng. Nhờ 

đó, thời gian tính toán và chi phí tính toán của phương pháp phần tử 

chuyển động ít hơn phương pháp phần tử hữu hạn truyền thống. 

4. Bên cạnh những ưu điểm được trình bày ở trên thì phương pháp phần 

tử chuyển động cũng có những hạn chế như sau: một là, khi tải trọng 

chuyển động có gia tốc hay là kết cấu có xét ứng xử phi tuyến thì chi 

phí thời gian tính toán tăng lên do các ma trận độ cứng, cản của phần tử 

thay đổi và phải cập nhật theo từng bước thời gian tính toán. Hai là, đối 

với bài toán cần khảo sát ứng xử của kết cấu khi tải trọng di chuyển đến 

biên thì phương pháp phần tử chuyển động không thực hiện được.    

5.2 Hƣớng phát triển 

Qua các kết quả đã đạt được, luận án đề xuất các hướng sau để phát triển 

1. Xây dựng và phát triển phương pháp phần tử chuyển động cải tiến để 

khắc phục vấn đề ma trận độ cứng và ma trận cản của phần tử thay đổi 

theo từng bước thời gian trong trường hợp bài toán tải trọng chuyển 

động có gia tốc hay bài toán liên quan đến ứng xử phi tuyến của kết cấu 

là cần thiết. 

2. Khi xe di chuyển trên mặt đường hay máy bay di chuyển trên đường 

băng thì xe và máy bay là hệ có nhiều bậc tự do và mặt đường thì gồ 

ghề chứ không luôn phẳng; Vì vậy, phát triển phương pháp này để áp 

dụng cho bài toán phân tích ứng xử tấm dưới tác dụng của hệ dao động 

di động với nhiều bậc tự do hơn có xét độ gồ ghề của mặt đường.       
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